IONAL

" CONSECUENCIA LOGICA
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32 Argumentar consiste en deducir una conclusion a partir de
un conjunto de premisas que se tienen por verdaderas.

¢ Un argumento estara compuesto de unas premisas y de una
conclusion. Puede ser vdlido o puede ser invalido.

Ejemplo
Premisa 1: Si estudio entonces aprobareé el examen de frances.
Premisa 2: No he estudiado.

Conclusion: No aprobaré el examen de franceés.

32 Un argumento se considera vdlido si y solo si no es posible

encontrar una valuacion tal que las premisas sean verdaderas
y la conclusion falsa.
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38 Decimos que una valuacion v satisface una féormula P si

¥ Decimos que v satisface un conjunto S C Form si v satisface
cada férmula de S, es decir, si S ={Q1, Q»,... Q. se cumple

o Q=T

¥ Decimos que una formula P es satisfacible si existe alguna
= S -
valuacion v que la satisfaga.

3 P se dice insatisfacible si no existe alguna valuacion que la
satisfaga. =
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38 Decimos que una valuacion v satisface una féormula P si

¥ Decimos que v satisface un conjunto S € Form si v satisface
cada férmula de S, es decir, si S ={Q1, Q»,... Q. se cumple

38 Observacion:
Toda valuacion v satisface al conjunto vacio (&)

Ninguna valuacion v satisface a Form
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*3@-g Sean S € Form y P € Form. P es una Consecuencia de S si

toda valuacion v que satisface a S también satisface a P.

38 P esuna Consecuencia de S se denota: ERNENX

32 El conjunto de todas las Consecuencias de S se denota Con(S)

y se define: =

Con(S)={P € Form |/ S|=P }

3 Observacion: ‘,'on(ﬁ) es el conjunto de las Tautologi-aJJ
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38 Teorema de la Deduccion (forma semdntica)
Sean P, Q formulas y sea S € Form entonces

(PE Con(SU{P}) sisdlosi (P — Q) &€ Conls)

3¢ Corolario
Para todo par de férmulas P, Q se tiene que

{P}|=Q sisblosi (P — Q) esuna tautologia.

Ju{P}|=Q
D=L — Q)
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» Teorema :

Para todo S € Form y para toda formula P se tiene que :

S|=P sisolosi SU{-P}es insatisfacible

Observacion

Si S = J entonces una formula P es tautologia si solo si

- P es insatisfacible

@J|=P sisolosi  {-P}es insatisfacible
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a8 Observaciones:

7

* Un conjunto finito y no vacio de férmulas es satisfacible si
sOlo si la conjuncion de sus férmula es satisfacible.

S={P Q, ..., Z}essatisfacible < (PN QA ... A Z) es satisfacible J

% Una férmula P tal que var(P) C {x,, ..., x,} es satisfacible si

s6lo si existe al menos una n-upla a = (a,, ..., a,) € B" tal que

(R J

Consecuencia:
La Tabla de Verdad nos permite saber si un conjunto finito de
térmulas es satisfacible o no, al igual que si una férmula es

consecuencia de conjunto finito férmulas.
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38 Meétodo:

* DadoS=1{PQ, ..., Z}, construimos la férmula formada por
la conjuncion de todas las férmulas:

PANOAN...NZ

K/

+ Construimos la Tabla de Verdad para la conjuncion.

D

* Hasta encontrar una fila cuya dltima columna sea . '

Si encontramos tal fila, el conjunto S es satisfacible; Sino, es
insatisfacible
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todo:

30 M

* DadoS=1{PQ, ..., Z}, construimos la férmula formada por
la conjuncion de todas las férmulas:

PANOAN...NZ

K/

+ Construimos la Tabla de Verdad para la conjuncion.

D

* Hasta encontrar una fila cuya dltima columna sea . '

#6 Observacion:
El método tiene un aspecto negativo, cuando la férmula tiene

n variables proposicionales, podemos hallar 2" valuaciones.

Peor caso: en la tltima fila aparece el |
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Método:

& Dado S=1{ O R, ..., Z}ylaférmula P, construimes =
térmula formada por la conjuncién de todas las térmulas
e 5y P

OARAN...NZ NP

Construimos la Tabla de Verdad para la conjuncion.

Si para todas las filas en su ultima columna encontramos H
entonces S U {—P} es insatisfacible.

Por lo tanto, P es consecuencia del conjunto S,
S=P
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6 Una manera de representar los razonamientos utiliza la
sigulente notacion:

Premisas

Conclusion

d6 La conclusion de un razonamiento es una proposiciéon que
se deriva de otras proposiciones llamadas premisas.

& Un argumento es ldgicamente vdlido si y solo si su
conclusién es una consecuencia l6gica de sus premisas.

¢ Si un argumento, cuya conclusién es Q y cuya tunica
premisa es P es logicamente vdlido, entonces se dice que
P implica logicamente a Q.
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& Analicemos el argumento del ejemplo anterior:
Ejemplo
Premisa 1: Si estudio entonces aprobaré el examen de francés.
Premisa 2: No he estudiado.

Conclusion: No aprobaré el examen de francés.

& Para comprobar si es vélido hay que ver si la conclusién es una
consecuencia de sus premisas.

* Primero formalizamos el razonamiento:
Premisal: (P — Q)
Premisa 2: =P

Conclusion: —Q



P IQ |(((P%Q)AﬂP)/\ﬂﬁQ) |

T T 1
T 1

F 1
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Vamos a ver otro método que nos permita analizar férmulas y
argumentos. Para eso veamos estos conceptos.

3 Lema 1:

Sean P, Qy R formulas y sea v una valuacion, entonces
se tienen las siguientes propiedades:

R-) o satisfacea - —-P sisdlosi v satisface a P

=P
P




rica Proposicional

, Eé) v satisface a (P v Q) sisolo si v satisfacea P o v satisface a

Q
(P \/ Q) Al menos una

de las

P ‘ Q conclusiones es

verdadera

R-v) v satisface a —(P v Q) si solo si

v satisface a = P y v satisface a = Q)

_I(P \/ Q) Ambas

conclusiones -
— P7 —|Q son verdaderas ==




(P A Q) sisolo si v satisfac

(PAQ)
P,Q

v satisface a = (P A Q) si solo si

v satisfacea =P o v satisfacea -0




sface a (Pe () sisolo si

v satisfacea =P o v satisfacea Q

(P = Q)
-P | Q

| v satisface a = (P — () si solo si

v satisfacea P y v satisfacea -Q

P — Q)
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d6 Las reglas de tipo A son aquellas que tienen:

una o dos conclusiones separadas por una coma.

Ejemplo: - (P — Q)
P,-0

Significado:
Una valuacion v satisface a la premisa si s0lo si

v satisface a todas las conclusiones.

Reglas de tipo A Son:[ S, R-v, R-— y R ]J
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d6 Las reglas de tipo B son aquellas que tienen:

dos conclusiones separadas por una barra vertical

Ejemplo: ~(PAQ)
-P | Q

Signiticado:
Una valuacion v satisface a la premisa si solo si

v satisface por lo menos una de las conclusiones.

Reglas de tipoBson: RV, R—= vy R—I/\J
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b Lema 2:

Toda formula que NO es una variable proposicional o negacion

de una variable proposicional, es de la forma de la premisa de
una (y solo una) de las reglas:

R-, R-v, Rv, RA, R=-A, R—=y R-—

Demostracion:

Si P no es una variable proposicional, s6lo puede ser una de:

2T
= P-(OVR) Enloscasos2,3y4 P es
L B _(OAR) de la forma de la premisa

deRV,RA R —
4 P-(Q—=R)
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Enl (P=—T), s1 T es una variable proposicional entonces P es la
negacion de una variable proposicional. Sino solo puede ser uno de:

T = entonces P=-rF=i==i@

2. T=(QVR) entonces P=-T =-(QVR)
3. T=(QAR) entonces P=-T =-(QAR)
4,

P=(Q—=R) entonces P=-T =-(Q —=R)

Donde P es de la forma de la premiade R—-, R-v,R-AyR-—

stas reglas proveen un método alternativo a las Tablas de™
Verdad para determinar si una formula es satisfacible. '
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$ Se llama Arbol de formulas a un drbol cuyos nodos son

formulas.

3 Sea 4 un arbol de formulas. Un arbol 2’se dice una
Extension Inmediata de A, si A4’se obtiene agregando

como hoja, la conclusién de una de las reglas
R-, Rv, R=-v, RA, R-A , R=yR-—

aplicadas a una férmula P que figura en 4, del siguiente
modo:



ica Proposicional

8€ Si la formula P es de tipo A entonces 4’ se obtiene

agregando un nuevo nodo con una de las conclusiones de P
como tnico sucesor del nodo terminal de una rama de 4 en
donde figure P.

' Arbol de férmulas: 4

P tiene una o dos

conclusiones: Q, R

¥

Agregamos una: Qo R
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Ejemplo:
Sea el Arbol de Férmulas 4
0, R

Pr——— ——
Pj ~(((PyvP)=P) = ((Py—=P)A@—Dy)))
. S ——

— EXE%S?Q I%mech?ta 1
-(0 = R) Q:((Ponl)%Pz) rbol de Férmulas 4

Q. R

“R==((py—=p) AP —Dy))

Exte SJIO&IPmed ta

ormuilas
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3B

Si la férmula es de tipo B entonces 4’ se obtiene agregando

dos nuevos nodos, correspondientes a cada una de las
conclusiones de P, como sucesores del nodo terminal de una
rama de 4 en donde figure P.

‘ Arbol de formulas: 4

p P tiene dos conclusiones: Q / R

=
@ @ Agregamos ambas Q y R
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#6 Sila férmula es de tipo B entonces 4’ se obtiene agregando

dos nuevos nodos, correspondientes a cada una de las
conclusiones de P, como sucesores del nodo terminal de una
rama de 4 en donde figure P.

Extension Inmediata 4’

!!-!I-I----I-IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIll;
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Arbol de Férmulas 4

“(((PoVP)—=Dp) = ((Py—=Pp)AP—Dy)))

Q_ (o VP D,)
) ]

(Q1_>Q2)
=0, | 0, “R==((py=p) A(p,—=p,))

O1=-(pyV Py 0,=p,

Extensiéon Inmediata 7
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- ¥ Un arbol de férmulas es un Arbol de Refutacion de una formula
P si s6lo si se obtiene haciendo un niimero finito de extensiones

inmediatas a partir del drbol cuyo tinico nodo es P.

P

32 Un Arbol de Refutacion de un conjunto finito de férmulas

$=10Q,, &, o Q. }esel Arbol de Refutacién de la conjuncion
de todas las formulas de S.

\QlAQzA...AQn
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8 Una rama de un arbol de formulas se dice cerrada si contiene
a la vez:

a una formula y a su negacion

¢6 En caso contrario se dice que la rama es abierta.

3 Un arbol de féormulas es cerrado si todas sus ramas son cerradas.

6 Una rama de un drbol de férmulas se dice saturada si el conjunto
que contiene las férmulas de sus nodos es saturado.
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¢8 Un conjunto S de férmulas se dice saturado si s6lo si

satisface las siguientes condiciones:

Rs,) Una férmula y su negacién no pueden estar en S

simultdaneamente.

Rs,) Siuna férmula de tipo A estd en S, entonces sus dos

conclusiones estdn en S ( una en el caso de R—).

Rs,) Siuna férmula de tipo B estd en S, entonces al menos una

de sus dos conclusiones estan en S.

Un conjunto saturado no puede ser cerrado J
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3 Un Arbol de Refutacién se dice completo si cada una de sus

ramas es:
Cerrada || o | Saturada |

Una rama saturada no puede ser cerrada

y

Observacion:

Todo Arbol de Refutacién cerrado es un drbol completo.

3¢ Lema 2:

Toda férmula P tiene por lo menos un Arbol de Refutacién
completo.



(((Po VP~ P2) = ((Po— Py) A (p; —

((Po VP)— Do)

= ((Po—=p) A (P;—D2))

L/ \
= (Po vV P1) P2

P Y

= (p; = Do) = (pp— Do) = (p; = Do)

| l

Po

v

>~




=1 '(-po i < (PoV — PY))

!

(Po A Py)

l

= = (pyV = py)

(PoV — P1)

rbol comle




(o vP)— P2) — ((py— py) A (Pl =

((Po VP Do)

abiertas ~ ((p —>1'p)/\( —p,))
= (PoV py) %) =

P

= (p; = Do)

o saturad
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Ejemplol: P=(((pyvp)—=p)—=(py—p)AP 2B

AVEf’%ﬁéﬁﬂdﬁ@iGg’l,as?satisfacible O NO:

—.ﬁ =L ((Po VP D) = (o= p) AP D))
[0, R

= Qj‘ ((py VP~ D)
0O, R
“R==((py—=p) A (D, —=D,))
R—
. O,==(pyVvpy) O,=p,

IR



vp)— py) = ((Po— P) A

0= ((pyvp;)— Ppy)
@" ((PO%P?) ’\&‘%Pz))
O,=- (Povpz( O,=p;

« _\ & N

‘_>P2) @ ~(P—Dp) “R=-(M—=p) R, =




Py VD)D) — (D, — Do)

0= ((pp VP1)— P2)
= ((po%pz*/\(pﬁpz))




uenﬂa ‘
- E] emplo 1:

Partimos suponiendo que v satistacia a =P, por aplicacion
de las reglas llegamos una contradiccion.

Tiene todas las ramas cerradas. Es decir todos los caminos se
= rran’.

Luego, — P es insatisfacible.
-

Conclusion:

P es tautologia



(py A 171)é = (poV _'Pl))

0s si =P es satisfacible o no:

“((pgAp)—=>~ (PyV — Py))
v

O=(@yAp)

v







secuencia
Ejemplo 2:
Tiene una rama derecha “cerrada” y una rama izquierda

“saturada”, es decir, no hay mds reglas para aplicar en ella.

Comenzando desde el nodo hijo hacia arriba, encontramos

fue P es satisﬁacible.

Conclusion:

P no es tautologia
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Lema:
Si P es una férmula satisfacible, entonces todo Arbol de

Refutacion de P tiene al menos una rama abierta.

32 Corolario:

Las siguientes propiedades son equivalentes para toda
formula P:

(i) P es Tautologia
(ii) —P tiene tiene un Arbol de Refutacion cerrado

(iii) Todo Arbol de Refutacién completo de =P es cerrado



to finito y no vacio S € Form:

) S es satisfacible

§Todo Arbol de Refutacién de S tiene por lo menos una ram
~abierta




junto finito y no vacio S € Form:

(i) S es Insatisfacible

(ii) S tiene un Arbol de Refutacién cerrado




» Si la férmula es satisfacible podemos encontrar una valua
que la satisfaga, siguiendo una rama abierta.

=((p, Ap)— ~(p,V—p))

(p, A Py)
\’

—|—|(p0V—|p1)
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3¢ Conclusiones:

* Obtuvimos un método alternativo a las Tablas de Verdad, para
determinar si una férmula es satisfacible y /o Tautologfa.

e 5i la férmula es satistacible podemos encontrar una valuacién
que la satistaga, siguiendo una rama abierta.

e SiS = entonces P € Con (S) si sblo si la formula — P tiene un
Arbol de Refutacion cerrado.

e Dado S={Qj, ..., Qs} C Form, decimos que P es consecuencia de S
si sélo si

0 0. A0 S F

Es insatisfacible, es decir tiene un Arbol de Refutacion cerrado.



Légica Proposicional Consecuencia

PREGUNTAS .....




