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Lo gica Proposicional Sistemas Deductivos

8 Estudiamos el método de los Arboles de Refutacion y el método de
la Tablas de Verdad como métodos para verificar la validez de
férmulas y deducciones.

La teoria de la demostracion o teoria de pruebas proporciona métodos

alternativos para averiguar:

< La validez de una formula proposicional: si P es una térmula
valida se dice que es demostrable y se escribe: = P.

< Si una formula P es consecuencia [6gica de un conjunto de
premisas S : si P es consecuencia légica de S se dice que P es
deducible en el sistema a partir de S y se escribe: § - P.




Légica Proposicional Sistemas Deductivos

& En un sistema deductivo o de demostracion se utiliza una
secuencia finita de pasos y, en cada uno de ellos, se aplican las
reglas de inferencia del sistema para demostrar la validez de una
férmula o de una deduccion.

& Un sistema deductivo o de demostracién puede ser directo o
indirecto (por refutacion).

% Sistemas directos: aplican una cadena finita de reglas de
inferencia hasta llegar a la férmula que se quiere demostrar.

< Sistemas de demostracion indirectos (o0 por refutacion): aplican
la técnica de reduccion al absurdo.



Légica Proposicional Sistemas Deductivos

g6 Sistemas directos: aplican una cadena finita de reglas de
inferencia hasta llegar a la férmula que se quiere demostrar.

% Son los mas naturales.
Tablas de Verdad
“ Son adaptables a logicas no clésicas.

** Son de dificil automatizacion.

3 Sistemas indirectos (por refutacion): aplican la técnica de
reduccion al absurdo para demostrar una férmula.

< Son mas modernos Arboles de Refutacion

% Son adecuados para su automatizacion

“ No son aplicables a ldgicas distintas de las légicas
clasicas.



Légica Proposicional Sistemas Deductivos

38 A los sistemas deductivos también se los llama axiomidticos,
porque la mayoria se basan en axiomas.

6 Axiomas: definen las propiedades bésicas de los objetos de la teoria
estudiada, y se consideran verdaderas, aunque no se demuestran.

#6 Los axiomas de toda teoria tienen que ser:

 Compatibles: a partir de ellos no debe ser posible deducir una
contradiccion.

% Independientes: ningin axioma se debe poder deducir a partir
del resto de ellos (habria redundancia de axiomas)

“ Suficientes: a partir de ellos debe ser posible deducir todas las
propiedades que necesitamos.



LégiCa Proposicional Sistemas Deductivos

d6 Para especificar un sistema de demostracion formal S, se requieren:

1. A: un alfabeto de simbolos, conjunto de simbolos que se
pueden utilizar para expresar algo.

2. F: un conjunto de reglas de sintaxis que permiten generar
secuencias finitas de simbolos llamadas formulas bien formadas.

3. X:un conjunto de férmulas bien formadas llamadas axiomas,
las cuales son validas por definicion.

4. R: un conjunto finito de reglas de deduccion, son reglas de
transformacion que permiten inferir una férmula (conclusion)
a partir de un conjunto de férmulas (condiciones o premisas).

S=(A4,F,X,R)



L(’)gica PI‘OpOSiCiOHal Sistemas Deductivos
38 Una demostracion de la fof P en el sistema 5 es una sucesion
finita de fbfs: SRR
tal que paratodoi, 1<i<n,
< (;esun axioma de S, o un teorema ya demostrado.

< (). se obtiene aplicando alguna regla de deduccién a
miembros anteriores de la sucesion Q;, conj<1i.

< El dltimo elemento de la sucesién es la férmula P ( Q, = P)

46 Entonces decimos que:

R/ e * »
“* La sucesion de fbfs es una demostracion de P en S.

% P esun teorema deS.

)
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6 Entonces, una féormula P es un teorema si se obtiene a partir

de una demostracion. Por lo tanto:

o

* P esun axioma de S.

“ P se se obtiene como conclusién de la aplicacién de
un conjunto de reglas de inferencia a otros teoremas.

d& Si P es un teorema decimos que es vdlida, es demostrable y
formalmente se escribe:

- P

Ejemplo:
{P}E Qsisolosi (P — Q) esuna tautologia, entonces en un

sistema deductivo se escribe:

(P — Q)
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Sea T un conjunto de fbfs de S (pueden ser axiomas, teoremas o fbfs).

3¢ Llamaremos deduccion de Pen S a partir de T, a la sucesion finita
de fofs Oy, Q,, -+, O, tal que para todo i, 1=i<n, se verifica alguna
de las siguientes condiciones:

% (;esun axioma de S o un teorema ya demostrado.

< (J; es una premisa, es decir un elemento de 7.

< (. se deduce de miembros anteriores de la sucesion Qj (j<i)

como consecuencia directa de aplicar reglas de deduccion a
los mismos.

¢ El altimo elemento de la sucesion es la formula P ( Q, = P)

¢6 Entonces decimos que:

P es deducible en S a partir de T )
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8 Entonces, si una formula P es deducible a partir del conjunto 7,

diremos que:

P es la conclusion del conjunto de las premisas T

g6 Si P esla conclusion de una deduccién a partir de las premisas
T formalmente se escribe:

T|—PJ

Ejemplo:

{P}E Qsisolosi (P — Q) esuna tautologia, entonces en un

sistema deductivo se escribe:

IPLEO



L(’)gica PI‘OpOSiCiOHal Sistemas Deductivos
Observaciones:

%8 Una demostracién es una deduccion a partir del conjunto (J .

32 En una deduccion, las fbfs de T son consideradas temporalmente
validas.

En simbolos:

T |—5 P significa que P es deducibleja partirde T en S

J |—S P significa que P es teoremajde S
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38 Teorema de la Deduccion (forma sintdctica)

TU{P}F¢Q siysolosi T ¢ (P— Q)

siendo Py Q fbfs de S y T un conjunto de fbfs de S .

Es decir quesi T={0;,0,,...,0,}

Entonces TU{P} ={0,,0,,...,0,, P}, luego

{0,0,,...,0, Pt =cQ siysolosi {Q),0,,...,0,} F¢(P— Q)
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El siguiente corolario del teorema de la deduccién establece la relacion
buscada entre demostraciones de teoremas y deducciones.

3¢ Corolario

Dada una deduccion, es siempre posible encontrar una
formula valida (teorema) que la represente.

Demostracion: Si{Q,0,,...,0,} F¢P esla deduccién de P, se aplica
el teorema de la deduccion sucesivamente hasta que el conjunto de
premisas sea vacio. Se obtiene asi la siguiente cadena de f6rmulas que
tiene como ultimo elemento un teorema:

(01,05, .., Oy} F5(Qn—P)
{Ql’ Qz, sy Qn—z} F (in == (Qn — P))
{QI’ Q2’ = Qn—3} I_S ((Qn-Z %(Qn-l = (Qn — P)))

g (Q1 —(Q2 =(Qs (... ~(Qi=P))-- )
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Ejemplo
Supongamos las proposiciones: p= como demasiado y g= me duele el
estomago y la argumentacion que se quiere demostrar es:

Fg ((p — q) = (~g = —p))

El teorema de la deduccion implica que, en un sistema de pruebas,
demostrar lo anterior es equivalente a demostrar la deduccién:

{p—=>q})tg(~g— p)
O también:

{p—q,q} Egp

Esta ultima deduccion se lee “si como demasiado me duele el estomago y
si no me duele el estomago entonces no he comido demasiado’.
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g6 El sistema deductivo que vamos a estudiar estd basado en el
Sistema deductivo de Gentzen.

#6 Antes debemos definir:

* Una subdeduccion, informalmente, es la derivacion de una
conclusién Q a partir de una premisa auxiliar (o hipétesis) P,
dentro del proceso de una deduccion (la demostracién madre
o principal).

“ Después de obtener la conclusion buscada en la subdeduccién,
se remueve la subdeduccién de la demostracion madre y se
sustituye por el resultado P i+ Q.

“ Para representar subdeducciénes usaremos la mnotacion de
Fitting. Esta notacion emplea rectangulos, llamados cajas, en la
primera fila de una caja se pone la premisa auxiliar P, mientras
en la altima fila se encuentra la conclusién Q.



Légica PI‘OpOSiCiOHal Sistemas Deductivos

Ejemplo de subdeduccién usando la notacion de Fitting

= (Premisa)

= b (Premisa)

E P, (R1(1): regla R1 aplicada a P,)

4. R, (Premisa auxiliar)

5 FR, (R2(2,4): regla R2 aplicadaa P,y R;)
6. F R, (R3(5): regla R3 aplicada a R, )

Z P, (R4(4,6): regla R4 aplicada a la subdeduccién)
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¢6 El Sistema de Deduccion Natural (DN) fue propuesto por Gerald
Gentzen en 1934.

46 Se basa en deducciones y tiene varias reglas de inferencia y

ningﬁn axioma.

6 Las reglas de inferencia son dos para cada conectivo l6gico del
alfabeto: :

% una de introduccion del conectivo.
% una de eliminacion del conectivo.

d6 Permiten hacer suposiciones adicionales (abrir lineas
argumentales adicionales) que cuando se cierran, aportan algo
al flujo argumental principal.



L6 gica Proposicional Sistemas Deductivos

#6 Formalmente el Sistema de Deduccion Natural se define

cCOMo.
S=(AIPIXIR)J

1- El alfabeto de simbolos: A={p;, =, =, A, V (, )}
“ Simbolos de proposiciones p1, p2, p3... (p, g, 1, s, t,...)
% Simbolos de conectivos =, A, V, —

“ Simbolos de paréntesis (, ).

2- El conjunto de formulas bien formadas (fbf) F:

“ Las variables proposicionales son fbfs.
“ Si P es una fbf, entonces (—P) es una fbf.

“ Si P, Q son fbfs, entonces (P A Q), (PV Q), (P—=Q) y (P<Q) son
fofs.
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¢b Toda fbf se obtiene mediante las tres reglas anteriores

NOTA: En adelante usaremos el conectivo bicondicional entre dos
tormulas (P < Q). Este conectivo se entenderd como una forma
abreviada de la formula bien formada (P — Q) A (O — P).

3- El conjunto de Axiomas, X, es vacio.

4- El conjunto de reglas de deduccion (o de inferencia) R, esta

compuesto por las reglas de introduccion y de eliminacion para
cada conectivo.

(IA) Introduccion de la conjuncion.  (EA) Eliminacion de la conjuncion.
(IV) Introduccion de la disyuncion.  (EV) Eliminacion de la disyuncion.
(I-) Introduccién de la negacion. (E—) Eliminacién de la negacion.

(I-=) Introduccion de la implicacion. (E—) Eliminacion de la implicacion.



Légica Proposicional Sistemas Deductivos
4- Conjunto R de reglas de inferencia se describen a continuacion:

I A) Regla de introduccion de la conjuncion:

g De dos férmulas se deduce su conjuncion.
) (P.Q} F (PAQ)
Ejemplos:
hoy es viernes (P —q)
son_las cinco (rV p)

hoy es viernes y son las cinco ((p = qg) A(rV p))



Légica Proposicional Sistemas Deductivos
4- Conjunto R de reglas de inferencia se describen a continuacion:

I A) Regla de introduccion de la conjuncion:

g De dos férmulas se deduce su conjuncion.
) (P.Q} F (PAQ)
Ejemplos:
i o9
& (v D)

k (p=>g@ANFV-p) TAnm
= (v pA(p—oq) [Amn
] (p>pApPp—>9q9) I[Ann



Légica Proposicional Sistemas Deductivos
4- Conjunto R de reglas de inferencia se describen a continuacion:

I A) Regla de introduccion de la conjuncion:

P
0) De dos férmulas se deduce su conjuncion.
) (P.O) F (PAQ)

E A) Regla de eliminacion de la conjuncion:

(PAQ) (PAQ) De la conjuncién de dos férmulas
P 0 se deducen las dos formulas.
Ejemplo: {(PAOQ)} F P (eliminacién derecha)

(p = @) A(rV —p)) {(PAO)} F O (eliminacién izquierda)

r»—q)
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Ejemplo:
Usemos las dos reglas definidas para demostrar:

{(pA(@AT))} = (pAT)

1)(pA(gAT) (Premisa)

Comenzamos escribiendo
la premisa y, dejando un
espacio vacio, escribimos
la conclusion.

n) (pAr)

% Construir la prueba consiste en llenar la brecha entre las premisas
y la conclusion, aplicando la secuencia adecuada de reglas de
inferencia.



Légica Proposicional

Ejemplo:

Sistemas Deductivos

Demostrar usando sélo las dos reglas anteriores:

1) (pA(gAD)
2) p

3) (gAT)

4) r

5) (pAT)

{(pA(@AT))} = (pAT)

(Premisa)
(EA(D))
(EA(D))
(EAQ3))
(In(2,4))

1) (pA(@AT))
2) =p

3) F(gAT)

4) EE

5 - (p AT)
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[=) Regla de introduccion de la negacion:

(P— Q) Esta regla se usa en demostraciones por
(P - —0) reduccion al absurdo de la validez de
- P una férmula—P

{(P->0Q),P—>-0)}F-P

1. Se introduce la premisa auxiliar P .

2.5i de esta premisa podemos deducir la validez de una

contradiccion (Q A = Q), entonces podemos armar la validez
de —P.



Loégica Proposicional

Sistemas Deductivos

[) Regla de introduccion de la negacion: Con la notacion de

Fitting (I-) se representa como:

E-)

1) P

(QA-0Q)

(Premisa auxiliar)

=1/

Regla de eliminacion de la doble negacion:

_I_IP

P

Esta regla es bien conocida.
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[ — ) Regla de introduccion de la implicacion:
Para definir esta regla:
1. Se introduce la premisa auxiliar P .

2. Si se demuestra que de P se deduce una férmula Q, entonces
se ha demostrado la validez de (P — Q).

version del Teorema
de la Deduccion

0
(P~ Q)

#8 Lo que se deduce a partir de P, en el ambito de su caja, se

garantiza verdadero en tanto que P lo sea, entonces (P — Q)
también lo es.
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E — ) Regla de eliminacion de la implicacion:

(P—-0) Esta regla tiene nombre propio, es
P mejor conocida como Modus Ponens

2 {(P—=>0),P}FEQ

Ejemplos:

(PVvQ) —(P—R)

(PV Q)
(P - R)

SL presiono entonces se rompe
presiono

se rompe
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Ejemplos:
Para demostrar {(P — Q), 0} F =P podemos escribir la siguiente
deduccion:

1) (P — Q) (Premisa)
2) 0 (Premisa)

) P (Premisa auxiliar)
4) QO (E—1,3)
5 —Q

6) (O A Q) (IA 5,2)

7) =P (1= 3,6)
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I V) Regla de introduccion de la disyuncion:

P 0 La disyuncién de dos férmulas se
(P V Q) (P V Q) puede deducir de cada una de ellas.

{P} (P V Q) (introduccién derecha)

{Q} F (PV Q) (introduccién izquierda)
Ejemplos:

llueve (P —q)
lueve o hay viento (p > q@) V(@ — p))

P —q
(r—=-p)Vp-q)
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I V) Regla de introduccion de la disyuncion:

P ) La disyuncion de dos férmulas se
(P V Q) (P V Q) puede deducir de cada una de ellas.

{P} (P V Q) (introduccién derecha)
{Q} F (PV Q) (introduccién izquierda)

E V) Regla de eliminacion de la disyuncion:

FvO) Esta regla se usa en el método de
(P —- R) q =

emostracion por casos.
(@~ R)

R (PVQO),(P=>R),(Q—->R}FR
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E V) Regla de eliminacion de la disyuncion: Esta regla se usa en el
método de demostracion por casos, que se aplica cuando se quiere
demostrar una deduccién del tipo (P VvV Q) - R.

1. Se introducen las premisas auxiliares Py Q.

2. Usando las dos premisas auxiliares se intentan demostrar
dos subdeducciones independientes con igual conclusion, R.

PER OFR
P—>R O —>R

3. Si se ha completado el paso anterior, se usan las subdeducciones
obtenidas en la deduccién madre y se obtiene que

(PVQO),(P—>R),(Q—>R}FR
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Sistemas Deductivos

£ V) Regla de eliminacion de la disyuncion: con la notacion de

Fitting (EV) se representa como:

1) PvQ) (Premisa)

P (Premisa auxiliar)] [2) @  (Premisa auxiliar)
R R
P—-R 0—-R
R

¢6 En este caso, de la disyuncion (P V Q) se deduce R, con el

auxilio de los dos arqumentos opcionales mencionados: Py Q



Loégica Proposicional

Sistemas Deductivos

£ V) Regla de eliminacion de la disyuncion: con la notacion de

Fitting (EV) se representa como:

1) (PvQ) (Premisa)

P (Premisa auxiliar)] [2) @  (Premisa auxiliar)
R R
R

¢6 En este caso, de la disyuncion (P V Q) se deduce R, con el

auxilio de los dos argumentos opcionales mencionados: Py Q

El sistema de Gentzen estd ahora completamente definido.
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Ejemplos:
Demostrar la propiedad distributiva de la conjuncién.

{pAN@V)yEWpAgQV(PpAT))

1) (pA(gVr) (Premisa)

2) p (En (1))
3) (gVvr) (EA (1))
4) g (Premisa aux.) || r (Premisa aux.)
5) (pAg) (IANZ4)|| (P AT) (In(Z2/4))

6) (pAQV(pAD) IVO)|| (pAdV(pA)  (1V(5))

7) (pAg@)V(pAr) (EV(3(45)))
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Ejemplos:
Demostrar a validez de la férmula {P} F (Q — P) puede hacerse
usando la introduccion de la implicacion:

1) P Premisa

2) O Premisa auxiliar
3) P 1

4) (0 — P) 2,3

Para demostrar - (p — (p V q) puede hacerse:

1) p Premisa auxiliar

2) (pVq) Iv1
3) (p = (pVg) =10
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Ejemplos:

Sistemas Deductivos

Demostrar a validez de la formula ((p Ag) = r) - (p — (g — r)):

1) (pAg) > 1) premisa
2) p premisa auxiliar
3) ¢ premisa auxiliar
4) (p A q) In2,3

5) r E—1

6) (gq—r) [— 3,5

N p—@—r) 126
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Ejemplos:
Demostrar a validez de la férmula {(P = 0),(P = (O = R))} - (P - R):

1) (P - Q) Premisa
2) (P—-> (0O - R) Premisa
3) P Premisa auxiliar
4) QO E— 1,3
5 (0 —R) E— 2,3
6) R E—5,4

7) (P —> R) [— 3,6
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Cosas Incorrectas:

g8 Vamos a ver algunas operaciones que NO pueden realizarse

durante una deduccién utilizando el sistema de DN.

3 No podemos suponer premisas auxiliares que contradigan

formulas ya demostradas, en pasos anteriores, o premisas
dadas.

Ejemplo:

1) (pAg)— ) premisa

2) (pAq) premisa

3k r E— 1,2

4) —rf premisa auxiliar




L(’)gica PI‘OpOSiCiOHal Sistemas Deductivos
Cosas Incorrectas:

35 Si se esta dentro de una sub demostracion solo se pueden usar
formulas que estan en la sub demostracion o en sus ancestros.

o 1) (pAg)— ) premisa
2) p premisa auxiliar
"3) q premisa auxiliar‘.
4) (p Aq) In2,3
.E) - E—1 -
6) (q—7) I— 3,5

d (p—(g—>1) I— 2,6
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Cosas Incorrectas:

35 Si se esta dentro de una sub demostracion solo se pueden usar
formulas que estan en la sub demostracion o en sus ancestros.

Ejemplo: :
1) (pAg)— ) premisa
l . erm—
2) p premisa auxiliar
3) ¢ / i \, premisa auxiliar

4) (p A q) In2,3
5 F == E—1
I‘6) (g — r) I— 3,5 3

d (p—(g—>1) I— 2,6



Légica Proposicional Sistemas Deductivos
Cosas Incorrectas:

3£ Si se esta dentro de una sub demostracion solo se pueden usar
formulas que estan en la sub demostracion o en sus ancestros.

Ejemplo: :
premisa




e e e e o
e

i

it

i
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Cosas Incorrectas:

35 No se puede acabar la deduccion dentro de una sub demostracion.
La ultima linea debe estar fuera de todas las cajas de Fitting.

Ejemplo: Se quiere demostrar = (P A Q)

1) P premisa auxiliar
2) O premisa auxiliar
3) (PAQ) In2,3

#6 En este caso, lo que estd dentro de la sub demostracion solo se
cumple si se cumple la hipétesis o suposicién, pero NO sienipre.
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Cosas Incorrectas:
32 No se puede saltar pasos.

Ejemplo: Se quiere escribir la negacion de =P, no podemos poner
directamente P.

1) -P

1) contradiccion
i+1) ~—~P
i+2) P E- i+1

36 No se puede pasarde = (P V Q)a (=P A ~Q) en un solo paso,
pues no hay ninguna regla que lo permita.
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6 Como en cualquier otro sistema deductivo, la obtencion de
teoremas define nuevas reglas, que reciben el nombre de reglas
derivadas.

d6 Estas reglas pueden usarse en cualquier momento, como si
fueran parte de sistema.

d6 Por ejemplo, lo demostrado anteriormente: {(P — Q),=Q} F =P

1) (P—=0Q) (Premisa)

2) 70 (Premisa) Se conoce como

3) P (Premisa auxiliar) la regla del
Modus Tollens

4) Q (E — 1, 4)

5 (QA Q) (IAS5,2)

6) =P (L4, 6)
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db Esta derivacién se puede producir en cualquier punto de un
argumento, no es necesario que las dos primeras férmulas sean

las premisas.

#b De hecho, si desde un cierto punto del argumento se pueden
utilizar dos férmulas como la (P — Q) y la = Q (estén donde
estén, mientras sean formalmente accesibles), ya se sabe que se
puede derivar la férmula — P, repitiendo exactamente esos pasos.

¢ Entonces solo se utiliza como una regla mas del sistema, en la
justificdindola como regla derivada, en ese caso del Modus Tollens.

=0 Regla del
=0 Modus Tollens

=P
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¢ De la misma forma se pueden deducir la regla del Silogismo
Hipotetico, que podremos usar como regla derivada.

e > 0)
(O - R) Regla del SH

(P> R)

#b La regla de ECQ (Ex contradictione quodlibet) de una contradiccién,
cualquier cosa, nos dice que si en el curso de una deduccién somos
capaces de encontrarnos con una contradicciéon (A y —=A), entonces en
la linea siguiente podemos poner cualquier fbf.

———

L .
-P Regla ECQ Ejemplo: (o=
R ~(p—q)

(pV (r— —p))



Légica Proposicional

Sistemas Deductivos

d6 Otra regla que se considera entre las derivadas es la PBC (Proof by
Absurdity) es decir la regla de reduccion al absurdo.

d6 Esta regla consiste en considerar a la negacion de la férmula que se
quiere demostrar, como premisa auxiliar y desde alli llegar a una

contradiccion.
Ejemplo: {(P > (Q —>R),"R}F2(PAQ)

1) (P—- (Q - R)) (Premisa)
2) =R (Premisa)
3) (PAQ) (Premisa auxiliar)
4) P (E A 3)
5 0 (EA3)
6) (O —R) (E— 1,4)
7) R (E—6, 5)
8) (R A-R) (1A2,7)
9 (P AQ) (I-3,8)



Lo gica Proposicional Sistemas Deductivos
Conclusiones:

# Aplicar la DN para obtener una derivacién, se trata de un proceso
en el que hay que encontrar la regla mds adecuada para una
expresion o conjunto de expresiones.

#6 Cualquier deduccion demostrada puede usarse en otra deduccién
como regla derivada.

38 Podemos usar el Teorema de la Deduccion.

{P,O} F (=0 - —-P) podemospasara {P}F (Q— (-Q — —P))

F({(P - Q) - (-Q — ~P)) podemospasara {(P = Q)} F (=0 — =P)
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Conclusiones:

# Aplicar la DN para obtener una derivacion, se trata de un proceso
en el que hay que encontrar la regla mds adecuada para una
expresion o conjunto de expresiones.

#6 Cualquier deduccion demostrada puede usarse en otra deduccién
como regla derivada.

38 Podemos usar el Teorema de la Deduccion.

b Ademads, si se puede demostrar una equivalencia, por ejemplo:
(P = Q) = (P V Q), podemos asegurar que :

(P> QO F(-PVO) y ademds (~PVO)F (P - 0)

# Esto es algo que también puede usarse en una demostracién o en
una deduccion.



LéiCa Proposicional Sistemas Deductivos
Conclusiones:
# Aplicar la DN para obtener una derivacion, se trata de un proceso

en el que hay que encontrar la regla mds adecuada para una
expresion o conjunto de expresiones.

#6 Cualquier deduccion demostrada puede usarse en otra deduccién
como regla derivada.

38 Podemos usar el Teorema de la Deduccion.

b Ademads, si se puede demostrar una equivalencia, por ejemplo:
(P = Q) = (P V Q), podemos asegurar que :

(P> QO F(-PVO) y ademds (~PVO)F (P - 0)

lPero NO SIRVE para demostrar que una suposicion es invdlidalJ
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Conclusiones:

#6 Una férmula P es deducible a partir de T, T € Form, si

existe una deduccion de P a partir de T.

P es una deduccion de T'y se denota: THP J
Si T=0
P es un teorema y se denota: | @ p J O Lp J

#6 El conjunto de las férmulas deducibles a partir de T € Form

serd denotado por Ded(T).

Observacion: Ded (O ) es el conjunto de los Teoremas




Lo gica Proposicional Sistemas Deductivos

Relacion entre semantica y sintaxis

¢6 Es posible demostrar que estos sistemas axiomdticos son
equivalentes a la teoria interpretativa.

d6 Se puede verificar que una férmula proposicional es una

tautologia en la teoria interpretativa si y solo si es una férmula
valida en la teoria de la demostracion.

3¢ Teorema de la Correccion:

Todo teorema en el sistema deductivo DN es una Tautologia

3¢ Teorema de la Adecuacion:

Si P es una fbf y es una tautologia, entonces P es un
teorema en sistema deductivo DN
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Relacion entre semantica y sintaxis

#6 Sila secuencia Q,, 0,, ..., 0, = P es una deduccién de P a partir del
conjunto 7 (T F P), se dice que la conclusién es consecuencia logica
del conjunto de las premisas y se escribe:

TEP

d6 Observar que la demostracion de un teorema es una deduccién
cuyo conjunto de premisas es vacio.

D+ P

¢6 Por lo tanto, si P es consecuencia l6gica del conjunto vacio, se
puede asegurar que P es tautologia.

DEP



Lo gica Proposicional Sistemas Deductivos

Relacion entre semantica y sintaxis

* Sabemos que P es un teorema si:

7 = B
Entonces P € Ded (&)

Ded = Con(J
* Ademas que P es una tautologia si: 8 ( ),__

g =P
Entonces P € Con ()

Todo Teorema es una Tautologia J

Toda Tautologia es un Teorema J




Légica Proposicional Sistemas Deductivos
Completitud, Correccion y Decidibilidad

g6 Para cualquier sistema axiomdtico es imprescindible estudiar si

éste cumple las tres propiedades de completitud, correccion y
decidibilidad.

& Completitud: un sistema de demostracion es completo si es capaz
de demostrar cualquier férmula que sea una tautologia y deducir
cualquier consecuencia ldgica.

" El sistema de DN y los AR son completos IJ

6 Correccion: un sistema de demostracion es correcto (consistente,
coherente) si todas las férmulas demostrables en él son tautologias
y todas las féormulas deducibles en el sistema a partir de un
conjunto de premisas son consecuencia légica de dichas premisas.

" El sistema de DN y los AR son correctos IE
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Completitud, Correccion y Decidibilidad

¢ Decidibilidad: un sistema de demostraciéon es decidible si
proporciona un procedimiento aplicable a cualquier férmula y
que termine, que permita decidir si una férmula es tautologia o
es consecuencia logica de un conjunto de férmulas.

8 Las Tablas de Verdad, los Arboles de Refutacién y las
demostraciones en el SN son métodos efectivos y finitos que
permiten determinar si una foérmula es tautologia o
consecuencia logica de un conjunto de férmulas.

L Logica Proposicional es decidible lJ
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Preguntas ...




