Légica para Computacién Ao 2026

Logica de Predicados

1. Introduccion

Como se dijo anteriormente, a través de la I6gica se intenta determinar si un razonamiento o argumen-
tacion es vdlida a través del andlisis de las férmulas que se obtienen al representar las expresiones
o frases del lenguaje coloquial, en un lenguaje méds formal, como lo es la l6gica proposicional. Las
argumentaciones se descomponen en las proposiciones que la conforman y analizando su estructura se
puede establecer la validez, o no de las mismas. Sin embargo, a pesar de que la légica proposicional
permite formalizar y analizar una gran cantidad de enunciados, en muchas oportunidades el uso de este
lenguaje es claramente insuficiente para el andlisis de determinadas argumentaciones.

Consideremos un argumento simple como <todos los cuadrados son positivos, 9 es un cuadrado, por
lo tanto 9 es positivo>, aunque obviamente se puede aceptar intuitivamente como verdadero, desde el
punto de vista proposicional, o mas formalmente, no se puede asegurar esto. Si se formaliza el argumento
utilizando el lenguaje definido para la 16gica proposicional, la oracién anterior tiene la siguiente forma:

(pAg) =)

con p = todos los cuadrados son positivos, ¢ = 9 es un cuadrado, r = 9 es positivo. Si lo analizamos con
lo estudiado en el cdlculo proposicional, sabemos que para determinar si un argumento es valido basta
con demostrar que la conclusién es consecuencia de las premisas; por lo tanto no hay ninguna razén
por la cual esta argumentacion pueda ser verdadera, ya que no se puede afirmar que r pertenece a las
consecuencias de {p, ¢}, formalmente:

{p,a} Er

En este caso la validez del argumento no depende de la relacion entre las premisas y la conclusion, sino
de la relacién que existe entre partes de las proposiciones que intervienen y entre las formas de éstas.

Otro ejemplo de argumentaciones que no pueden formalizarse correctamente con el lenguaje propo-
sicional, son los del tipo <Juan es padre de Luis> y <Luis es hijo de Juan>, en 16gica de proposiciones
éstos sdlo pueden representarse como variables proposicionales, p = Juan es padre de Luis 'y q = Luis
es hijo de Juan y no es posible representar un conocimiento tan simple como que <si x es padre de y
entonces y es hijo de x> ; es decir que no hay forma de conceptualizar que el Juan que aparece en la
proposicion p es el mismo que aparece en la proposicién ¢, y lo mismo pasaria con Luis.

Podemos observar que en el universo del discurso de la l6gica proposicional no hay objetos, sino
afirmaciones que se formulan sobre objetos. Esto hace que el poder expresivo, y por tanto la utilidad
de esta logica resulten pobres. Es claro que se hace necesario extender el lenguaje, de tal manera que
se puedan analizar este tipo de proposiciones y argumentaciones, en las que normalmente hay premisas
que expresan conocimiento sobre objetos; definir un lenguaje que permita entrar en el contenido de las
proposiciones, analizando objetos y relaciones. Ademas es deseable introducir medios para hablar sobre
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todos los objetos del dominio del discurso, por ejemplo permitir declaraciones de la forma <todos los
niimeros pares son una suma de dos primos impares=>, 0 expresiones como <existe un niimero real cuyo
cuadrado es 2.

Este nuevo lenguaje lo definiremos en el marco del légica de predicados o cdlculo de predicados
(también conocida como [égica de primer orden). Segin el diccionario de la RAE, un predicado es
“lo que se afirma de un sujeto en una proposicion” y justamente esto es lo que permite la l6gica de
predicados. En la misma se puede separar cada proposicion en lo que en gramatica serian el sujeto
y el predicado, para asi representar conceptualizaciones que contienen relaciones entre objetos, como
las relaciones «padre> e <hijo>; describir propiedades de los objetos de un universo dado; al igual
que analizar razonamientos en los cuales su validez no depende de las conexiones externas entre los
enunciados (su estructura), sino que es preciso penetrar en la estructura interna del enunciado para
determinar la misma.

Sin embargo, a veces también surge la necesidad de hablar de propiedades de relaciones, es decir
relaciones entre relaciones. La I6gica de predicados o de primer orden se limita a representar relaciones
entre objetos; la légica que permite expresar relaciones entre relaciones se conoce como [dgica de
segundo orden; y asi sucesivamente van surgiendo diferentes l6gicas que nos permiten enriquecer nuestro
vocabulario y lograr un mayor poder expresivo. Nosotros nos centraremos en la légica de predicados o
de primer orden, que desde el punto de vista computacional, es la base de los procesos de representacion
y de razonamiento.

2. Sintaxis de la Légica de Predicado

Al igual que se hizo para la Légica Proposicional, describimos primeramente el lenguaje simbdlico
que se utilizard para estudiar los mecanismos de razonamiento de la l6gica de predicados. Como primer
paso para la definicién de este nuevo lenguaje, vamos a definir su alfabeto y luego seguiremos con su
gramatica, es decir, las reglas que permiten escribir las “palabras” vélidas de este lenguaje.

2.1. Alfabeto

El alfabeto bésico de todo lenguaje de primer orden consta de dos tipos de simbolos: los que se
denominan simbolos l6gicos y los denominados simbolos no légicos. Los simbolos l16gicos son los
siguientes:

» Variables: xg,x1,...,x,,.... Como en el caso proposicional, x,, es una abreviatura del simbolo
x seguido de n barras |.

= Conectivos proposicionales: N/, \, —, .

» Cuantificadores: ¥ (cuantificador universal) y 3 (cuantificador existencial).

= Simbolos auxiliares: ().

Por otro lado, los simbolos no 1dgicos, el alfabeto especifico de cada lenguaje de primer orden,
contiene:
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= Una familia F, de simbolos de funciones (f;)icr tal que para cada f; se tiene definida su aridad
n(i) € N. Puede ser I = (), es decir que F = .

» Una familia P de simbolos de predicados (P;) ;e tal que para cada P; se tiene definida su aridad
m(j) € N. Se exige que J # O, es decir que P # O, esto es, que haya al menos un simbolo de
predicado.

= Una familia C de simbolos de constantes (cy)recr - Puede ser que K = O, o sea que C = Q.

Los simbolos de funciones, de predicados y de constantes forman el vocabulario de un lenguaje
de primer orden. Como se ve, los conjuntos I y K que indican la cantidad de simbolos de funcién o
de simbolos de constantes respectivamente, pueden ser vacios; en cambio el conjunto J, que indica la
cantidad de predicados del vocabulario, nunca puede serlo.

Los simbolos 16gicos son comunes a fodos los lenguajes de primer orden, mientras que el vocabulario
es particular de cada lenguaje, por lo tanto es claro que un lenguaje de primer orden queda determinado
por su vocabulario, que simbolizaremos con

o= ((fi)ier: (P})jer: (ck)ker )

Por convencién suele usarse un superindice que explicite la aridad de cada simbolo de funcién y/o de
relacién. En algunos casos, por simplicidad, nombraremos con F al conjunto de simbolos de funciones,
con P al conjunto de simbolos de predicados y con C al conjunto de simbolos de constantes; en ese caso
el vocabulario puede encontrarse como: o = ( F,P,C )

Los simbolos de constantes representan objetos concretos; las constantes son individuos o elementos
distinguidos del universo del discurso (objetos sobre los cuales queremos razonar). Por lo general se
denotan con las primeras letras del alfabeto (a, b, c, . . . ). Las variables sirven para representar objetos
genéricos del universo, o cuyo dominio hay que especificar y generalmente se denotan con las tltimas
letras del alfabeto (...,w, =, y, 2). Las funciones monddicas, (de aridad n = 1) representan un objeto del
universo, expresado en funcién de otro objeto del mismo universo. Las funciones poliddicas, (de aridad
n > 1) representan un objeto del universo en funcidn de otros objetos; se utilizan letras intermedias del
alfabeto para denotarlas (f, g, h, . . .). El concepto de “predicado” es similar al concepto de “relacion”,
solo que un concepto es filoséfico y el otro es matematico. Los predicados pueden ser unarios, binarios,
ternarios, etc. ; dependiendo de la cantidad de objetos que relacionen, o sobre los que hable. Los
predicados unarios, por ejemplo, representan propiedades de un objeto, como por ejemplo <el 7 es
un ndmero primox. Los predicados poliddicos (de aridad n > 1), representan relaciones entre objetos.
Un ejemplo de predicado binario, (que define una relacién de grado dos), es aquel que relaciona dos
elementos del universo sobre el que se trabaja, por ejemplo <el 9 es miltiplo de 3>; generalmente los
predicados son denotadas con letras mayusculas (P, @, R,..).

2.2. Términos y formulas

Recordando una vez mds que el alfabeto de un lenguaje de primer orden estd formado por los
stmbolos légicos y el vocabulario, o; veremos como escribir “palabras” en este lenguaje al que llamaremos
L, es decir, cudles son las reglas de su gramdtica. A grandes rasgos, el lenguaje define dos categorias
de entidades sintdcticas: una para representar a los objetos del universo sobre el que se quiere expresar
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algo, los términos; y otra para representar las propiedades y relaciones entre los mismos, las formulas
bien formadas.

Sea A el alfabeto de un lenguaje de primer orden L, se define:
Definicion 1 Una lista de simbolos del alfabeto A es un término si y sdélo si se la puede obtener
aplicando un niimero finito de veces las siguientes reglas:
(T1) Los simbolos de variables son términos.
(T2) Los simbolos de constantes son términos.

(T3) Sity,...,t, son n términos 'y [ es un simbolo de funcion n-aria, entonces f(t1,...,t,) es un
término.

(T4) Nada mds es un término.

Como en la definicién de férmulas proposicionales, para precisar el significado de “aplicar un
ndmero finito de veces las reglas (T1), (T2), (T3) y (T4)” se introduce la siguiente definicion:

Definicion 2 Una cadena de formacion del término t,, es una sucesion finita t1, . .. ,t, de elementos
de A* que satisface las siguientes condiciones:
(CFT) Para cada i tal que 1 < i < n, se tiene que

e 0 bien t; es un simbolo de variable.
e 0 bien t; es un simbolo de constante.

e 0 bien existen un simbolo de funcion k-aria f y k indices iy, ..., 1y, todos estrictamente
menores que 1, tales que t; es f(t;, ..., t;,).

El subindice n > 1 del dltimo término, serd llamado longitud de la cadena de formacidn.
Considerando esto, la Definicion 1 puede expresarse de la siguiente forma:

Definicion 3 Una lista t de simbolos del alfabeto A es un término si y sélo si existe una cadena de
formacion de términos tq, . .. ,t, tal que t = t,.

Ejemplo 1:

Si se tiene un vocabulario o = <{f1(1), f2(2)}, {P1(2)}, {c1,c2,c3}), donde fi es de aridad 1, f; es de
aridad 2 y P, es de aridad 2. Los siguientes son ejemplos de términos en el correspondiente lenguaje de
primer orden L:

a) ¢ b) 1 ¢) fa(w2,c3)
d) fi(x1) e) 3 ) fi(fi(er))
) fa(f2(f1(21), ¢1), fi(es)) h) fi(f2(z1,21)) D) fi(fo(fr(@1),21))
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Llamaremos grado de complejidad de un término t, con t € L, y lo denotaremos por comp(t), al
nimero de simbolos de funcién que figuran en la expresion ¢, contados tantas veces como aparezcan.

Observemos que:

comp(t) =0 siy sélo si ¢ es una variable o una constante

yquesit= f(ty,...,t), donde f esun simbolo de funcién k-aria y los ¢; son términos, entonces

comp(t) = comp(ty) + ...+ comp(ty) + 1.

Ejemplo 2:

Si consideramos el mismo vocabulario o y los mismos términos del Ejemplo 1, podemos calcular la
complejidad de cada uno de los términos presentados alli:

a) comp(cz) =0 b) comp(xz1) =0
¢) comp(fa(w2,¢3)) =1 d) comp(fi(r1)) =1
e) comp(cs) =0 f) comp(f1(fi(c1))) =2

g) comp(fa(fo(fi(z1), 1), fi(e3))) =4 h) comp(f1(fa(x1,21))) =2

i) comp(f1(fo(fi(z1),21))) =3
O

Como se dijo, los términos nos permiten hacer referencia a objetos del universo del que estamos
hablando. Ahora, con los términos y los simbolos de predicados podemos construir los elementos bdsicos
de nuestro lenguaje, que llamaremos férmulas atémicas:

Definicion 4 Una formula atomica de un lenguaje de primer orden con vocabulario o, L, es una lista
de simbolos de la forma P(ty,...,t), donde P es un simbolo de predicado k-ario y ti,...,t son
términos.

Ejemplo 3:

Considerando como vocabulario o al definido en el Ejemplo 1, los siguientes son ejemplos de
férmulas atémicas del correspondiente lenguaje L :

a) Pi(co, 1) b) Pi(fa(z2,c3),c3)
o) Pi(f2(fo(fi(z1), 1), fi(es)), filer)) d) Pr(fi(fo(21, 21), fr(fo(zr, 21))
e) Pi(f1(f2(fi(z1),21))s f1(f2(21, 1)) ) Pi(fi(c2), fa(fi(ca), fi(c2)))
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Las férmulas atémicas son las formulas més simples de nuestro lenguaje, a partir de ellas se podran
construir otras mds complejas (compuestas o moleculares).

Entonces, estamos en condiciones de definir las férmulas bien formadas, que nos permitirdn expresar

los enunciados de primer orden, que son parte del objetivo fundamental de nuestro estudio.

Definicion 5 Una lista de simbolos del alfabeto de un lenguaje de primer orden con vocabulario
o es una formula o formula bien formada (fbf) si y solo si se la puede obtener aplicando un niimero
finito de veces las siguientes reglas:

(F1) Las formulas atémicas son férmulas.

(F2) Si p es una formula, también lo es —p.

(F3) Sipy ) son formulas, también lo son las expresiones (o NV ), (p A1)y (o — ).
(F4) Si ¢ es una formula y x denota una variable, entonces (Vx ) y (3 @) son formulas.

(F5) Nada mds es una formula.

Dejamos al cuidado del lector precisar la definicién anterior, definiendo por analogia con los casos
de férmulas proposicionales y de términos, la nocién de cadena de formacion de formulas.

Ejemplo 4:

Considerando el vocabulario o = ( { fl(l), 2(2)}, {Pl(Q)}, {c1,¢2,¢3} ), los siguientes son ejemplos
de formulas bien formadas pertenecientes a L, :

a) Pi(co,11)
b) (P1(f2(22,¢3),¢3) A Pr(x1,73))
©) (Fz1 Pi(f2(f2(f1(@1), 1), fi(es)), filer)))
d) =(Pi(f1(fa(zr, 1)), f1(fa(z1,21))) V (s Pi(xg, 23)))
e) (Vi (Pr(fi(fa(fr(@1),21)), fr(fa(z1, 1)) A Pr(ez,21)))
f) (Voo (Pi(fi(c2), f2(fi(c2), fi(e2))) = (Fz1Pr(@2, 1))
O

Sea ¢ € L,, llamaremos grado de complejidad de una formula ¢, y lo denotaremos como comp(y),
al nimero de conectivos y cuantificadores que figuran en , contados tantas veces como aparezcan.

Observemos que:

comp(p) “ o s y s6lo si ¢ es una férmula atémica
comp(—~p) = comp(p) + 1
comp(ip v/ ) = comp(p A ) = comp(ip — &) = comp(p) + comp(th) + 1
comp(Vz ) = comp(Iz ) = comp(p) + 1
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Ejemplo 5:

Podemos calcular la complejidad de cada una de las siguientes férmulas del lenguaje L, definido en
el Ejemplo 4:

a) comp(Pi(c2,21)) =0

b) comp(P1(f2(22,¢3),¢3)) =0

©) comp(Fr1Pi(fa(fa(f1(21), 1), fi(es)), fi(er))) =1

d) comp(=(P1(f1(f2(z1,21)), f1(fo(z1,21))) V (zsPr(2g, 23))) = 3
e) comp(Vry(Py(f1(f2(f1(z1),71)), fi(fa(21, 1)) A Pr(cz, 1)) = 2
f) comp(P1(f1(c2), fa(fi(e2), f1(c2))) = Pi(z2,21)) =1

O

Para poder definir los enunciados de un lenguaje de primer orden, necesitamos introducir los conceptos
de apariciones libres y ligadas de una variable en una férmula. Intuitivamente, una variable x aparece
ligada en una férmula ¢ si estd afectada por un cuantificador V o 3, es decir estd dentro de su ambito, o
es la variable x que aparece acompafiando a un cuantificador ( Vx, 3z). En caso contrario, se dice que
esa variable aparece libre en .

Por ejemplo, si Py ) son simbolos de predicado binario y ¢ es una férmula, con ¢ = (Vz Q(y,y)),
en ella las dos apariciones de y son libres, y la de = es ligada. En cambio, si se analiza la férmula
Y = ((Vz P(z,y)) — (Jy Q(x,y))), tanto la primera como la segunda aparicién de x en v es ligada
((Vx P(z,y))), ya que la primera acompaifia al cuantificador y la segunda estd dentro de su dmbito,
mientras que la tercera es libre (Q(z,y)). La aparicién de y, en cambio, es libre en el predicado P,
y ligada en su segunda y tercera aparicién ((3y Q(x,y))). La definicién precisa de apariciones libres
y ligadas de una variable en una férmula se hace por induccién sobre la complejidad de la misma del
modo siguiente:

Definicion 6 Si comp(yp) = 0 entonces ¢ es una formula atomica, ¢ =P(t1,...,11), entonces las
apariciones de todas las variables presentes en o son libres. Sea ahora @ una férmula tal que comp(p) >
0 y supongamos que hemos definido las apariciones libres de variables en toda formula v y n tal que
comp() < comp(p) y comp(n) < comp(p) Entonces definiremos las apariciones libres de variables
en @ de acuerdo a los casos posibles, a saber:

1. Sipes—1). Las apariciones libres de una variable en  son las apariciones libres de esta variable

en .

2. Sipes(YvVn),oes (v An)oes (¢ — n). Las apariciones libres de una variable en o son las
apariciones libres de esta variable en vy en 1.

3. Si pes (Vx ) o (3x ). Todas las apariciones de x en ¢ son ligadas. Para toda variable y
distinta de x, las apariciones libres de y en  son las apariciones libres de 1y en 1.
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Ejemplo 6:

Considerando las férmulas del Ejemplo 5, podemos decir que:

a) x; aparece libre en P (c2, x1).
b) x9 aparece libre en P;(fa(x2,c3),c3).

¢) x aparece libre en Py (f2(f2(f1(21),c1), fi(es)), fi(e1)), peronoen (3z1 Py (f2(fo(fi(21), 1), fi(es)), fi(er)))-

d) La variable x; aparece libre en Py (f1(f2(z1, 1)), fi(f2(z1,21))) y por lo tanto en toda la férmula,
ya que no aparece en la otra parte de la misma y la negacién no liga variables; lo mismo pasa con
xg, que estd libre en (I3 P (xg, x3)), en cambio x5 estd ligada en esta dltima parte de la férmula.

e) x; aparece libre en Pi(fi(fe(f1(x1),21)), f1(f2(z1,c1))) y en Pi(ca,x1), pero no en
(Var (PL(f1(f2(f1(@1), 21)), [r(fa(21, €1)) A Pr(ez, 21)))-

f) No hay apariciones libres de variables en la férmula P; (f1(c2), f2(f1(c2), fi(c2))), en cambio z; y
x9 aparecen libres en Py (x2,x1) y dado que no hay ningin cuantificador, también aparecen libres
en la formula completa (P (f1(c2), f2(f1(c2), f1(c2))) — Pi(x2,x1)).

O
Podemos determinar las variables libres de una férmula ¢ calculando la funcién Libres(y), la que
se define recursivamente de la siguiente manera:
= Si p es una férmula atémica, entonces Libres(y) es el conjunto de variables que ocurren en .
= En cualquier otro caso:
. . def .
* Si @ es 1 entonces Libres(yp) = Libres(i).

* Siges(¥»Vn),o(An)o6 (¢ — n)entonces Libres(p) =l Libres(¢) U Libres(n).
* Sipes (Vx ) o (Jz 1) entonces Libres(p) = Libres(¢) — {x}.

Una variable x se dice ligada en ¢ si ¢ = (Vx 1) 0 ¢ = (Fx ).

El concepto de variables libres y ligadas permite distinguir un subconjunto particular de férmulas
bien formadas, los enunciados.

Definicion 7 Un enunciado de un lenguaje de primer orden L, es una férmula en la que no figuran
variables libres.

Ejemplo 7:

Considerando nuevamente férmulas del lenguaje definido en el Ejemplo 4, si calculamos el conjunto
de variables libres de cada una podemos decir en cada caso lo siguiente:

a) Libres(Pi(co,21)) = {x1} .
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b) Libres(Py(fa(xe,c3),c3)) = {x2} .

P
) Libres (3zy Pi(f2(f2(f1(z1), c1), fi(e3)), fi(e1))) = Libres(v) —{z1} = {z1} —{z1} = 0.

Por lo tanto esta formula es un enunciado.

¥ n
d) Libres(=(PL(f1(f2(z1,21)), f1(fa(z1,21))) V Bz Pr(zg, 23)))) = Libres(y vV n)
s
= Libres(y) U Libres(n)
= {z1} U{Libres(d) — {x3}}
= {21} U {{zg, 23} — {z3}}
= {z1,20}
Y n

e) Libres (Va1 (Py(f1(f2(f1(z1),21)), f1(f2(21, 1)) A Pi(c, 1)) = Libres(¥ An) — {z1}
= {Libres(y))ULibres(n)}—{x1}
={z1}u{m}} {21} =0

Esta férmula es un enunciado, porque la variable x; era la tnica variable libre de (¢) A ) y x7 estd
ligada por el cuantificador V en (Vx (¢ A n)).

Y n
f) Libres(P(fi(c2), fa(f1(c2), fi(e2))) = Pi(ca,x1)) = Libres(vy) U Libres(n)
=0 U{x1} = {n}.

Definicion 8 Sea ¢ una férmula de L, en la que, las vinicas variables que figuran en ella son x1, . . . , Ty,
entonces (Vr1(Vxa...(Vag ¢)...) y Bx1(3ze... 3z @) ...) son enunciados de L., y se conocen
como la clausura universal de ¢ y la clausura existencial de o, respectivamente.

A continuacién veremos otro procedimiento para obtener enunciados a partir de férmulas que no lo
son; éste se basa en la sustitucion de variables. Este proceso permite obtener una nueva formula, en la
cual una determinada variable es reemplazada por un término particular. Sin embrago, es necesario no
modificar el significado de la férmula original.

Comencemos por analizar la sustitucién de variables en los términos:

Sean s y t términos de un lenguaje L, y sea = una variable. Con ¢(x/s) designamos al término que
se obtiene sustituyendo en ¢ todas las apariciones de la variable x por el término s. Mds precisamente,
t(x/s) se define por induccién en la complejidad de ¢ del modo siguiente:

1. Sea comp(t) = 0, entonces ¢ es una constante o una variable. Si ¢ es una constante, no hay nada
que sustituir; en otro caso si ¢ es distinto de z, entonces el término no cambia, es decir que ¢(x/s)
es t. Si t es la variable x, entonces ¢(z/s) cambia a s.
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2. Sea comp(t) = n > 0y supongamos que hemos definido u(x/s) para todo término w tal que
comp(u) < n. Entonces, hay un tnico k£ > 1, un dnico f € F de aridad k y una tnica k-upla de

términos t1, ..., ¢ tales que t = f(t1,...,tx).
Como comp(t;) < comp(t) = n, por la hipétesis inductiva estd definida ¢;(z/s) para i =
1,2,...,k, luego
t(z/s) es f(ta(x/s), ... tr(x/s))
Ejemplo 8:

Si se considera a s como el término por el cual se va a sustituir la variable x, y siendo s = ¢; en
un caso y s = f(eq,c2) en otro, veamos qué termino se obtiene al realizar ¢(z/s) en cada uno de los
siguientes casos.

t(x/s) con t(x/s) con
s=ac s = f(cq,¢2)
t=rcg cs cs
t=u c1 f(eq,e2)
t= fi(z) fi(er) f1(f(cas e2))
t = folz,y) faler,y) fo(f(ca,e2), )

t:fl(fQ(Zay)) fl(fQ(Zay)) fl(fQ(Zay))

O

Veamos ahora cdmo se realiza la sustitucion de una variable por un término en una férmula. Analicemos
el siguiente ejemplo: supongamos que tenemos un vocabulario donde P € P es un simbolo de predicado
binario, f € F es un simbolo de funcién unario y ¢ € C una constante; consideremos a ¢ como
(Va1 P(x1,22)) y el término por el que se quiere sustituir una variable es s = f(c). Entonces si
queremos obtener ¢(x1/s) y sustituimos las apariciones de 1 por s en ¢, obtenemos la expresion
(Vf(c)P(f(c),z2)), lo que claramente no es una férmula, puesto que el cuantificador universal aparece
acompafiando a un simbolo de funcién, mientras que segun la definicién de férmula se permite aplicar
los cuantificadores sélo a variables. Esto indica que la sustitucion de variables no se puede realizar sobre
cualquier variable; es por tal razén que se restringe la sustitucién Unicamente a variables que figuren
libres en una férmula; en este caso s6lo xo puede ser sustituida.

Consideremos nuevamente la férmula ¢ definida antes, pero ahora el término para sustituir a la
variable libre serd s = x1. Al operar para obtener ¢(x2/s) sustituyendo la variable x9 por s, se llega a
(Va1 P(x1,21)), esta expresion si cumple con la definicién de férmula, pero intuitivamente vemos que
la férmula obtenida tiene un sentido distinto de la original, pues estamos sustituyendo la variable libre
x9 por la variable x1, que aparece afectada por el cuantificador universal. No es lo mismo decir que dos
elementos del universo, que pueden ser iguales o no, tienen una determinada propiedad o relacién P, a
decir que un elemento tiene una relacién o propiedad con si mismo. Por ejemplo, si se toma P(z,y) =
z < y, entre los nimero naturales, la férmula original resulta falsa dado que los nimeros naturales no
tiene un maximo; pero la férmula que se obtiene luego de sustituir xo resulta verdadera, porque todo
natural es igual a si mismo. Cuando se sustituye una variable se pretende hacerlo de forma tal que lo que
expresa la férmula no varie, por lo tanto no se puede sustituir una variable por cualquier término.
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Entonces, para evitar estos problemas nos restringiremos a sustituir sélo variables libres por términos
sin variables. A continuacién vamos a definir como se lleva a cabo este proceso en las férmulas bien
formadas.

Sean ¢ una férmula, = una variable y ¢ un término sin variables de un lenguaje L,. Con p(z/t)
indicamos la expresion que se obtiene sustituyendo todas las apariciones libres de = en ¢ por t. Més
precisamente, podemos definir ¢(z/t) por induccién en la complejidad de ¢ del modo siguiente:

Sea la comp(p) = 0. Entonces ¢ es una férmula atémica, y hay un tnico k£ > 1, un tnico simbolo
de predicado P € P de aridad k& y una tnica k-upla de términos 1, .. ., t; tales que p es P(t1,...,tx).
Definimos ¢(x/t) como

P(ta(x/t), ... tr(z/t))

Es decir que obtenemos la férmula atémica que se logra al aplicar el simbolo de predicado P a los k
términos ¢; en los cuales se ha sustituido la variable = por el término ¢, segtin se defini6 anteriormente.

Sea ahora la comp(p) = n > 0y supongamos que hemos definido 1(x/t) y n(xz/t) para toda
férmula ¢ y 7 tal que comp(1)) y comp(n) son < n. Definiremos ¢ (z/t) de acuerdo a los casos posibles,
a saber:

1. Cuando ¢ es —1) entonces @(x/t) es —p(z/t).

2. Cuando ¢ es (1) *n), donde * representa uno de los conectivos V, A 6 —. Definimos ¢(x/t) como

((x/t) * n(z/t)).

3. Cuando pes (Ay 1)), donde A denota uno de los cuantificadores V 6 3. Si x es igual a y, definimos
w(x/t) = . Si x es distinto de y, definimos p(x/t) = (Ay ¥ (z/t)).

Notar que en el caso 3, si la variable que se quiere sustituir es la variable ligada por uno de los
cuantificadores, entonces la férmula no cambia, es decir no se hace la sustitucién ya que sélo se pueden
sustituir variables libres. En otro caso se sustituye normalmente.

En informaética, la operacion de sustitucion es importante en la verificacion de programas. La ejecu-
cién de un programa tiene como efecto la transformacién del estado de unas variables de una condicién
inicial a una condicién final. Verificar un programa consiste en demostrar que, si el estado inicial de
las variables cumple una cierta condicidn inicial, entonces su estado final cumple con la condicién final
deseada. Las condiciones iniciales y finales se suelen representar por medio de férmulas de la l6gica de
primer orden. Para asignar valores a estas condiciones se introduce una interpretacién que representa el
tipo de datos sobre el cudl se puede operar.

Definicion 9 Lilamaremos rango cuantificacional de una férmula ¢ de L, y lo denotaremos como
Rq(p), al mdximo niimero de cuantificadores anidados que figuran en .

Observemos que:

= Si ¢ es una férmula atémica Rg(yp) = 0.

Logica de Predicados
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= En cualquier otro caso, si ¢ y ¥ son féormulas:

de
Ro(~¢) < Rq(y).
de

Ra((p v ¥)) = Ra((p A ) = Ra((p — v) < max{Ra(y), Ra(v)}.
Rq((Vz ¢)) = Ra((Gz ¢)) < Ry(p) +1

Ejemplo:
Si calculamos el rango cuantificacional a las siguientes férmulas del lenguaje presentado en el Ejemplo
4, tenemos:

a) Rq (Pi(co,x1)) =0.

b) Rq (Py(f2(x2,c3),¢c3)) = 0.

©) Rq ((Fz1 Pr(f2(f2(f1(z1), 1), fi(es)), filer)))) = 1.

d) Rq ((Fz1 ~(PL(fi(f2(z1,21)), fi(folzr, 21)) V (Szs Pi(zg, 23)))))) = L.

) Rq ((Voi((CGxs (PL(f1(f2(f1(23), 1)), f1(fa(z1,¢1)))) A (Voo Pi(x2,71))))) = 2.
f) Rq (Pi(fi(c2), f2(f1(c2), fie2))) = Pi(ez,21)) = 0.

3. Semantica del Loégica de Predicados

Veamos ahora como se define la parte semdntica de la 16gica de predicados. Recordemos, la semantica
es la definicion de un conjunto de significados, generalmente verdadero o falso, que se puedan asociar a
una férmula bien formada. Permite definir la validez de un expresion o de un razonamiento.

Se volverdn a estudiar los conceptos de validez de una férmula, de consecuencia légica y de equi-
valencia entre férmulas en el contexto mds complejo y detallado de la 16gica de primer orden. A pesar
de que hay muchas analogias entre la semdntica de la légica proposicional y la de la l6gica de primer
orden, veremos que también hay varias diferencias entre ellas. La principal es que en la 16gica de primer
orden no hay un algoritmo de decision de validez de férmulas, como veremos, se pierde la propiedad de
decidibilidad. El método de las tablas de verdad de la l6gica proposicional no se pueden extender a la
l6gica de primer orden.

3.1. Interpretacion de formulas del lenguaje

Lo primero que se necesita es establecer un universo del discurso, un dominio, para definir qué tipo
de objetos se esta analizando. A continuacion, tendremos que definir cémo asignar un significado, en
el dominio elegido, a los elementos bésicos del lenguaje. Finalmente, los significados de los elementos
basicos nos proporcionaran, con un procedimiento recursivo, los significados de los términos y de las
formulas.

Necesitamos entonces empezar con asignar significados a constantes, funciones, predicados y a
variables. Estos conceptos se corresponden al concepto de valuacion visto en la logica proposicional.
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En lo que sigue supondremos que hemos fijado un lenguaje de primer orden L, determinado por el
vocabulario o.

Definicion 10 Una interpretacion T del vocabulario o consiste de los siguientes elementos:

(I1) Un conjunto U # O, llamado el universo o dominio de la interpretacion T. Este es el conjunto de
objetos sobre el que se quiere hablar.

(I2) Para cada simbolo de funcién f € F de aridad k, se establece una funcién total f Z de k variables

sobre el universo U;
frUM U

(I3) Para cada simbolo de predicado P € P de aridad k, se establece una relacién k-aria P T sobre el
k wveces

——N—
universo U, esto es un subconjunto P © del producto cartesiano U* = U x ... x U.

(I4) Para cada simbolo de constante ¢ € C, se establece un elemento ¢ € U.

Luego una interpretacion Z del vocabulario o estd determinada por la estructura

A= (UA{f I}fg]—', {P*}pep, {c"}ece)

a la que se denomina la estructura relacional determinada por Z. En este caso también se suele decir
que A es una estructura adecuada para L, o también que A es una o—estructura.

Observar que: una interpretacion Z “interpreta” a los simbolos de funcién k-aria, de un vocabulario o,
como funciones totales de U* y con imagen siempre en U (es decir, cerradas en U); cada una de las
funciones f  asigna a una determinada cantidad (k) de objetos o argumentos de U un objeto de U. A
los simbolos de predicados k-arios los “interpreta” con relaciones k-arias definidas sobre el universo U
y a cada simbolo de constante con un elemento del universo.

Las definiciones de las funciones y relaciones que interpretan a los simbolos de funciones y relaciones
respectivamente, pueden ser extensionales, cuando se efectiian enumerando las tuplas que las componen,
o intensionales (por comprension), si se establecen a partir de otras funciones o relaciones. Las definiciones
extensionales expresan conocimiento sobre situaciones particulares de los objetos de U (conocimiento
factual). En cambio, las definiciones intensionales expresan conocimiento normativo sobre el dominio.
Por ejemplo, si quiero definir la funcién suc (sucesor) para interpretar algdn simbolo de funcién f(),
puedo hacerlo de la siguiente manera:

suc(x) =z +1

Esta funcién esta definida de manera intensional. Ahora, si defino el predicado E'studia como:
Estudia = { (Juan, inglés), (Maria, lengua), (Estela, danza), (Bruno, piano)}

Se estd definiendo el predicado Estudia, asociado al algin simbolo de predicado P(?), de manera
extensional.

También es posible definir una o—estructura como un par que especifica el dominio de la estructura
(U) y una funcioén « definida sobre o que asigna a cada simbolo de funcién k-aria f de F una funcién
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total k-aria sobre U, a cada simbolo de predicado m-ario P de P una relacién m-aria sobre U y para
cada simbolo de constante ¢ de C, « asigna un elemento de U. Es decir, que una o—estructura también
puede verse como el par:

A= (U, «a)

Notar que, solamente cuando se ha dado una interpretacién de los simbolos de L, tiene sentido
hablar de significados de fbf y por lo tanto s6lo podemos hablar de la verdad o falsedad de una férmula
en el contexto de una interpretacion determinada.

Dada una interpretacién Z del vocabulario o para el lenguaje L., vamos a definir, por induccién en
el grado de complejidad de los términos, una interpretacién Z(t) € U para los términos ¢ de L, del
modo siguiente:

1. Sea comp(t) = 0, luego ¢ puede ser una variable o una constante. Sea ¢ una constante igual a
¢ € C. Definimos:
Z(t) como ¢ € U (o equivalentemente Z(t) como a(c) € U).

2. Seacomp(t) = n > 0y supongamos que hemos definido Z(s) para todo término s de complejidad
menor que . Si t es un término de complejidad n, entonces hay un tnico £ > 1, un tnico simbolo
f € F de aridad k y una tnica k-upla de términos (¢1,...,%;) tales que ¢ = f(ty,...,tg).
Como comp(t;) < comp(t) = n, por la hipétesis inductiva estdn definidas las interpretaciones
Z(t;) € Uparai=1,2,..., k. Entonces definimos Z(¢) del modo siguiente:

I(t) = fH(Z(t1), Z(t2),. .., Z(ty)) €U

Diremos que el término t designa o nombra al elemento Z(t) del universo U. El superindice 7
que acompaiia a las constantes y a las funciones, nos dicen que ese es el elemento del universo o la
funcién total respectivamente, que la interpretacion Z asigna a los simbolos de constantes y de funcion
que aparecen en el vocabulario. La definicién anterior nos da un procedimiento para calcular Z(t):
reemplazar cada uno de los simbolos de constante que figuran en ¢ por los elementos del universo U
que les asigna la interpretacion Z, e ir aplicando sucesivamente a los elementos de U asi obtenidos las
funciones que Z le asigna a los simbolos de funcién que figuran en ¢, en el orden en que aparecen.

Veamos un ejemplo de cémo interpretar términos sin variables, ya que, si prestamos atencién podemos
notar que todavia no se definié cémo interpretar a las mismas.

Ejemplo 9:

Sea un lenguaje de primer orden L, cuyo vocabulario o = (f(l), g@, PO, Q(Z),CL>, consta de dos
simbolos de funcién fy g, dos simbolos de predicado Py () y un simbolo de constante a. Consideremos
la siguiente o-estructura .4, cuyo dominio es el conjunto de los nimeros naturales con el cero U = N
y la interpretacién del vocabulario no légico « es:
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o =0
fT : Ny Ny, donde fZ(z)=x+1
gt : NoxNg+—Ng, donde g*(z,y) =2+y
PT C Np, donde P% = {x/x € Ny A “zespar”}
QT C Ny x Ny, donde Q* = {(z,9)/(z,y) € N2 A “x es mayor que 3}

Sea t = g(f(a),a) un término sin variables de L, su interpretacion en Z serfa:

T(g(f(@).a)) = Z(f(a)) + T(a) = (Z() + 1)+ 0_=(0_
g (zy)=z+y fI@)=at1  @'=0  aF=0

+1)+0=1

Como se dijo, los términos representan elementos del universo, y es claro que el término g(f(a),a)
representa al 1, que es un elemento de Ny, el universo de esta interpretacion.

Analicemos otros términos sin variables de L, y su correspondiente interpretacion en Z (queda como

ejercicio verificar cada interpretacion):

1. t = a, entonces Z(a) es igual a 0 € Ny.
2. t = f(f(a)), entonces Z(f(f(a))) esigual a2 € Ny.
3. t=g(f(a), f(f(a))), entonces Z(g(f(a), f(f(a)))) esigual a3 € Ny.

4.t =g(g(a, f(a)), f(g(f(a), f(f(a))))), entonces Z(g(g(a, f(a)), f(9(f(a), f(f(a)))))) esigual
ab e Ny.

Considerando el procedimiento definido para calcular Z(t) resulta inmediatamente que:

Proposicién 1 Sean T y J dos interpretaciones del vocabulario del lenguaje L tales que UT = U7
Si para un término sin variables t de L, se tiene que:

1. ¢t esigual a ¢ para todo simbolo de constante ¢ que figura en t, y

2. fLesigual a f7 para todo simbolo de funcion f que figura en t

entonces:
Z(t) esigual a J(t)

En otras palabras, la interpretacion de un término sin variables t sélo depende de las interpretaciones
de los simbolos de constante y de funcion que figuran en t. Esto suele expresarse diciendo que la
interpretacion de los términos es una propiedad local.

Claramente para poder interpretar férmulas de L, no basta con dar una interpretacién Z para cada
simbolo del vocabulario o, ya que si se quiere asignar un significado a una férmula como (Vz (P(x,y))
que tiene a y como variable libre, no estamos en condiciones de hacerlo con lo visto hasta ahora, porque
no sabemos qué valor del dominio U interpreta a la variable y.
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Entonces, necesitamos definir una funcion, que llamaremos de valuacion o asignacion, [3 que asigne
a cada variable libre un valor perteneciente al dominio de la estructura U. Es decir que para cada x; se
define 5(x;) = a € U vy asi, para una interpretacion Z dada, cada variable libre tendrd un valor bien
definido y entonces se puede interpretar cada término y de alli cada férmula de L.

Formalmente, si denotamos con V ar al conjunto de variables de L, (o sea Var = {x1,x2,...,Zpn,...})
dada una o—estructura A se define la asignacion $ como una funcion:
B:Var — U
B(x;) =a, conz; €Vary aclU

Cada asignacién 3 determina un tnico valor para cada variable del lenguaje, por lo que finalmente
determina un tnico valor de verdad para cada férmula ¢ de L,. Ahora si se estd en condiciones de
averiguar el valor de verdad de la férmula (Vz (P(z,y)), ya que conocemos [3(y).

A continuacion vamos a redefinir lo que es una interpretacién Z para un lenguaje L. Sea el vocabulario
o = (F,P,C)y Auna estructura adecuada para o ( A = (U, a)). Una interpretacion I del vocabulario
o, se define como un par, que especifica una o—estructura A y una funcion de asignacion 3, en simbolos
Z = (A, pB) La o—estructura A determina tanto el universo como las funciones, las relaciones y los
elementos del mismo que interpretan cada simbolo del vocabulario, Definicién 10, y la funcién de
asignacion [ determina el valor del universo que toma cada variable. Es claro que si mantenemos la
o—estructura A y cambiamos funcién 3, por 5’ por ejemplo, se tendrd una inferpretacion diferente:

T'= (A B).

Dada la interpretacién Z = (A, 8) del vocabulario o podemos completar el punto 1) de la definicién
de interpretacion de un término Z(t), donde solo se mencionaban los simbolos de constante. Considerando
nuevamente la complejidad de los términos tenemos:

1. Silacomp(t) = 0, t puede ser una variable o una constante, entonces definimos en cada caso:

= Sitesigual ac € C,definimos Z(t) como ¢ € U (o equivalentemente como a(c) € U).

= Si ¢ esigual a una variable x;, definimos Z(t) como (3(z;) (recordar que 3(x;) € U).

2. Si comp(t) = n > 0, la interpretacion de t es exactamente igual a lo definido anteriormente:
sabiendo Z(s) para todo término s de complejidad menor que n, entonces hay un tnico k£ > 1, un
tnico simbolo f € F de aridad k y una tnica k-upla de términos (¢1, ... ,t) tales que
t = f(t1,...,tx) y definimos Z(t) del modo siguiente:

I(t) = fHZ(t),I(t2),..., I(ty)) €U

Veamos ahora cémo interpretamos términos con variables.
Ejemplo 10:

Sea el lenguaje de primer orden L, del ejemplo anterior y sea ¢ = g(f(x),y) un término de L, su
interpretacion en Z serfa:

Z(9(f(z),y) =Z(f(2)) + Z(y) = (Z(z) + )+ Bly) =( Q(Q +1) + B(y)

—~—
g% (z,y)=z+y fI(z)=2z+1 Z(y)=B(y) I(z)=B(z)
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pero no podemos decir qué valor del universo representa este término a menos que definamos la funcién
de asignacion (3 en Z. Consideremos que 3(x) = 2y que 3(y) = 5, el término anterior representaria al
elemento:

(Blx) +1) +By) =2+1)+5=38

con 8 € Ny. Si en cambio consideramos que 3'(x) = 10y #'(y) = 10000, este término representaria al
elemento del universo:

(B(x) +1) 4+ B(y) = (10 4+ 1) 4+ 10000 = 10011 € Ny

Aqui se puede ver como la interpretacion de un término con variables libres cambia dependiendo del
valor del universo que /3 asigna a cada variable.

Analicemos otros términos de L, y su correspondiente interpretacion en Z (queda como ejercicio
verificar cada interpretacion):

1. t = a, entonces Z(a) es igual a 0 € Ny.
2. t = f(f(z)), entonces Z(f(f(x))) esigual a B(x) + 2y si f(z) = 4, representa al 6 € Ny.

3.t = g(f(x), f(f(x))), entonces Z(g(f(x), f(f(x)))) es igual a (B(z) + 1) + (B(z) +2), y si

B(x) = 3 entonces el término representa a 9 € Nj.

4.t =g(g(a, f(2)), f(g(f (), f(f(y))))), entonces L(g(g(a, f(x)), f(g(f(x), f(f(y)))))) es igual
a0+ B(z)) + (((B(x) +1) + (B(y) +2)) + 1) y si consideramos a 3(z) = 2y B(y) = 5, el
término representaria a 13 € N.

Una vez interpretados los términos, estamos en condiciones de analizar como interpretar las férmulas
de L,. Comenzaremos por extender nuestro lenguaje original L, a un lenguaje L,(Z), que se obtiene
agregando al conjunto de constantes C, en el vocabulario ¢ de L., los elementos del universo U obteniendo
asi un nuevo conjunto de constantes. De esta manera, el vocabulario de L,(Z) queda determinado como
o(Z)=(F,P,Cul,).

La interpretaciéon Z debe extenderse a una interpretacién Z’ del nuevo lenguaje L, (Z) para poder
interpretar los simbolos agregados. Esto se hace agregando una nueva regla a la Definicién 10 del modo
siguiente:

(15) Paratodo a € U, a®’ es igual a a.

Esto es, la interpretacion Z' tiene el mismo universo de Z, y coincide con Z en la interpretacion de
todos los simbolos del vocabulario o de L., mientras que interpreta cada elemento del universo sumado
a las constantes por si mismo.

El lenguaje extendido L, (Z) tiene términos que no son términos de L., por ejemplo, cada a € U
es un término de L, (Z), pero no de Lo. Por otro lado, todo término sin variables ¢ de L, es también un
término sin variables de L, (Z), y por Proposicion 1 resulta que Z'(¢) es igual a Z(t).

Anélogamente, si bien hay enunciados de L,(Z) que no son enunciados de L, es claro que todo
enunciado de L, es también un enunciado de L,(Z). Ademads, como la funcién de asignacién 5 que
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se define en 7' es la misma que la definida en Z, lo expresado anteriormente se extiende a todos los
términos y a fodas las férmulas (no solo a los enunciados).

Vamos ahora a interpretar las formulas de L, (Z) como proposiciones acerca de la estructura relacional
determinada por la interpretacion Z = (A, ), esto es, como férmulas acerca de A que pueden ser
verdaderas o falsas. Por lo tanto, la interpretacidon consistird en asignarle un valor de verdad a cada
férmula ¢ de L, (Z). En particular, le estaremos asignando un valor de verdad a cada una de las férmulas
del lenguaje original L, .

Para hacerlo vamos a definir una nueva funcién V7 que asigna el valor de verdad de una férmula ¢
de L, para una interpretaciéon dada Z. Mds formalmente, si [F es el conjunto de férmulas del lenguaje
Ly:

Vi F— {T,L}.

La asignacion de valores de verdad la haremos por induccién en la complejidad de las férmulas.
Pero para determinar el valor de verdad V7 de cualquier férmula ¢ de L, debemos primero interpretar
los términos del lenguaje. Para ello, se reemplaza cada término ¢ que aparece en ¢, cada simbolo de
funcion y cada simbolo de predicado por su interpretacion en Z’, obteniendo asi una férmula acerca de
los elementos del universo UZ’, que puede ser verdadero o falso.

Sea ¢ una férmula de L,(Z) de complejidad 0, entonces por la definicién de complejidad es una
férmula atémica. Por lo tanto hay un tnico & > 1, un tnico P € P de aridad k£ y una tnica k-upla de
términos ¢y, ..., tx tales que ¢ = P(t1,...,t;). Como se dijo anteriormente, los ¢; deben ser términos
del lenguaje L, (Z), y por lo tanto designan elementos Z(¢;) del universo U, para i = 1,..., k. Luego
la k-upla (Z'(t1), T’ (t2), ..., I'(t)) € U*.

Entonces definimos:

Vi(e) =T si(T'(t1), T (t2),...,T'(tr)) € P
Vi(p) = L si(Z'(t1),Z'(t2),..., I'(tx)) ¢ P T.
Sea comp(yp) = n > 0y supongamos que hemos definido Vz(1)) para toda férmula ¢ de L, (Z) tal

que comp(1)) < m. Si ¢ es una férmula de complejidad n, se podia presentar uno, y sélo uno, de los
siguientes casos:

1. Existe una tnica férmula ¢ de L, (Z) tal que ¢ = —).

2. Existe un tnico par de férmulas v, n de L,(Z) tal que p = (1) V n).

3. Existe un tnico par de férmulas v, n de L,(Z) tal que ¢ = (1) A 7).

4. Existe un tnico par de férmulas v, p de L, (Z) tal que ¢ = (¢ — n).

5. Existe una unica férmula ¢) de L,(Z) y una tnica variable z tal que ¢ = (Vx 7).

6. Existe un tnica férmula ¢ de L,(Z) y una tnica variable x tal que ¢ = (Jx v).

Como en los casos 1, 2, 3 y 4 se tiene que comp(y)) < n'y comp(n) < n, por la hipétesis inductiva
estdn definidos los valores de verdad Vz(v)) y Vz(n). Entonces Vz(yp)es:
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Enel caso 1, Vz(p) 2] —Vz(¥).

En el caso 2, Vz(yp)
Enel caso 3, Vz(p) = Vz(¢) A Vz(n).
)

En el caso 4, Vz (¢
O también lo podemos definir Vz(y) como:

Enel caso 1, Vz(p I Tsi y s6lo si Vz(y) = L.

En el caso 2, Vz(p /T ysblosi Vz(y)) = ToVz(n) =T.

En el caso 3, Vz(p TsiysolosiVz(y) =Ty Vz(n) =T.

)
=
)é
)é

En el caso 4, Vz(p TsiysolosiVz(y) =LoVz(n) =T.

Para considerar los casos 5y 6, observemos primero que ¢ es una férmula que puede tener variables
libres, pero en particular = estd ligada en ella. Sin embargo v tiene a = entre sus variables libres, por
lo tanto, para cualquier elemento a € U se tiene que v(x/a) es un férmula de L,(Z) y dado que
comp((z/a)) = comp(y)) < n, por hipétesis inductiva resulta que Vz(¢)(z/a)) estd definido para
todoa € U.

En el caso 5 definimos
Vz(e) i y s6lo si Vz(¢(x/a)) = T para todo elemento a € U.
En el caso 6 definimos
Vz(e) “r o y s6lo si existe al menos un elemento a € U tal que Vz(¢(z/a)) =T.

Esto completa la definicién inductiva de Vz(¢). Insistimos que, en particular, queda definido el valor
de verdad Vz(p) para toda formula o del lenguaje original L,. Més atn, se ve que la necesidad de
considerar el lenguaje extendido L, (Z) aparece sélo al considerar los casos 5y 6, en los cuales se hace
referencia a todos los elementos del universo de la interpretacion, y para ello necesitamos un lenguaje
que nos permita mencionarlos, este lenguaje es L, (Z).

Otra manera de definir estos dos dltimos casos, sin necesitar la extension de la interpretacion Z a 7,
es considerando para (3 y para cada a € U, una nueva funcién de asignacion j(, /), que se define como:

B(x;) six; es distinto de x
B(J}/a) ('IZ) - . .
a six; esigual ax

Donde x es la variable ligada y x; cualquier variable libre. Asi, los casos 5 y 6 se pueden redefinir
como sigue, sin sustituir la variable = por los elementos del dominio U y usando esta nueva funcién de
asignacion en lugar de /3, como:

Caso 5: V4.3 () “ T y 8610 8i V45, .y (%) = T para todo elemento a € U.

Caso 6: V(4 5)(¥) © T y s6lo si existe un elemento a € U tal que Via 5., ,)(¥) = T.
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Notar que en esta tltima definicion de los casos 5 y 6 no usamos la notacién habitual Vz(y), sino
que hacemos referencia directa a la funcidn de asignacién 3, que en el primer caso se asume incluida
en la definicién de Z. Aqui se hace referencia a ella porque cada definicidn, nos dice que el valor de
verdad de ¢ en la estructura .4 con la funcién de asignacién 5 depende del valor de verdad de ) en la
misma estructura A pero con la nueva funcién de asignacion definida 3, /,), y esto debe quedar claro
en la notacién.

Si consideramos sélo las férmulas sin variables libres (enunciados), la siguiente proposicién se
deduce facilmente de la Proposiciéon 1 y de la definicién inductiva de los valores de verdad de las
férmulas.

Proposicién 2 Sean Ty J dos interpretaciones del vocabulario o de Ly tales que U = UY . Si para
un enunciado p de L, se tiene que:

1. ¢ esigual a ¢7 para todo stimbolo de constante c que figura en ¢,
2. fTesigual a f7 para todo simbolo de funcion f que figura en @, y

3. P esigual a PY para todo simbolo de predicado P que figura en o,

entonces:

Vz(e) = Vz(p).

Dado un enunciado ¢ del lenguaje L, indicaremos con F,,P, y C,, respectivamente a los conjuntos
de simbolos de funcién, de predicado y de constante que figuran en la expresion . Obtenemos asi un
vocabulario finito o, = (F, PW,CQ, que determina un ‘“sublenguaje” de L., que denotaremos con
L. La Proposicién 2 significa que los valores de verdad de ¢ dependen sélo de las interpretaciones
del vocabulario restringido o, = (Fy, P, C@). Por eso se dice que el valor de verdad de un enunciado
es una propiedad local.

Por otro lado, si consideramos al conjunto de todas las férmulas, y considerando que una férmula
escrita de la siguiente manera ¢(x1,. .., 2,), denota que ¢ es una férmula cuyas variables libres son o
estan entre {x1,...,x,}, tenemos la siguiente propiedad.

Proposicion 3 Sea o(x1,...,xy,) una férmula de cierto lenguaje L, y sea A una o—estructura, y sean
By B' dos funciones de asignacion tales que:
B(x;) = B (x;) paral < i < n.

entonces

Vias) (@) = Vias n(e)

De las Propiedades 2 y 3 se desprende que dadas dos interpretaciones Z y J del vocabulario o, que
satisfacen las condiciones mencionadas en la Propiedad 2, y ademds cada una tiene una funcién de
asignacién 3y 3 respectivamente que satisfacen la condicién de la Propiedad 3. Entonces dada una
féormula p(x1, ..., x,), se cumple que:

Vz(p) = Vs (p)
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Introduciremos ahora los conceptos de satisfacibilidad, verdad 16gica, equivalencia y consecuencia
en forma andloga a lo hecho al estudiar la 16gica proposicional.

Definicion 11 Una férmula o de un lenguaje de primer orden L es satisfacible si y sélo si existe una
interpretacion I = (A, ), o sea una estructura adecuada Ay una funcion de asignacion B, tal que

Vi(p)=T

Diremos también en ese caso, que una interpretacién Z = (A, 3) satisface a p, o que Z es un modelo
de ¢, si Vz(¢) = T. En simbolos: Z = ¢, o lo que es lo mismo A =3 ¢ (en esta ultima se denota
expresamente la o—estructura y la funcién de asignacién). En caso de que no exista una interpretacion
7T = (A, B) que haga verdadera a , se dird que ésta es insatisfacible.

En la bibliografia también suele aparecer una notacién que hace referencia sélo a las férmulas de
un lenguaje L, que son enunciados; se escribe A = ¢ para afirmar que la interpretacion Z = (A, 3)
satisface al (o es modelo del) enunciado . Dado que los enunciados no necesitan de la funcién 3 para
ser interpretados, solo alcanza con la o—estructura A para obtener su valor de verdad, no es necesario
que la misma sea especificada, lo que es expresado claramente en esta notacion.

Si en lugar de considerar una férmula particular ¢, consideramos un conjunto de férmulas ,
entonces, cuando una interpretacién Z hace verdaderas a todas las férmulas del conjunto @, se dice que es
un modelo para ese conjunto de férmulas o que lo satisface, en simbolos Z = ®. Si esta interpretacion no
existe entonce ® es insatisfacible. Un ejemplo de conjunto insatisfacible es {¢(x), ~¢(x)}, cualquiera
sea .

El concepto de consecuencia logica de la Logica de Predicados es similar al de la Légica Proposicional,
s6lo que se deben tener en cuenta todas las posibles interpretaciones Z = (A, 3).

Definicion 12 Una férmula ¢ de un lenguaje de primer orden L, es consecuencia de un conjunto de
formulas de L,® y se denota ¢ € Cons(®), siy sélo si para toda interpretacion T tal que T = ® se
cumple que T |= ¢, es decir

ITE2U{s}

o dicho de otra manera:

@ € Cons(P) siy solosi U {—p} es insatisfacible.

Ahora se va a definir un concepto relacionado con la satisfacibilidad de las férmulas, pero que no
tiene correspondencia en la Légica Proposicional.

Definicion 13 Una férmula ¢ de un lenguaje de primer orden L, es vdlida o verdadera en una o—
estructura A si'y solo si cualquiera sea la funcion de asignacion 3, se cumple que V4 5)(g0) = T.

En simbolos: A = ¢

Notar que cuando se simboliza que una férmula ¢ de L, es una férmula vélida, no se pone como
subindice el 5, ya que ¢ debe ser verdadera independientemente de 3 o, lo que es lo mismo, para
cualquier 3. Observar ademads, que la forma de notar que una férmula es valida en una o—estructura
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A, es la misma que se us6 para notar que un enunciado era satisfacible en una o—estructura A, esto
es porque los enunciados no dependen de 3 para obtener su valor de verdad. Por lo tanto cuando nos
referimos a enunciados de un lenguaje L., podemos asegurar que si el enunciado ¢ es satisfacible en Z,
entonces ¢ es vdlido en Z, en particular en su o—estructura A.

Corolario 1 Si ¢ es un enunciado, o sea una formula sin variables libres, entonces en cada estructura
adecuada A se cumple que: A= p o AE —p.

Esto se debe a que dos funciones de asignacion 8y 3 trivialmente coinciden en el conjunto de variables
libres de un enunciado, porque éste es vacio, y por lo tanto por la Proposicién 3, no se pueden encontrar

dos valuaciones 3y 3’ tales que V(4 g)(¢) # Va5 ().

Definicion 14 Una férmula ¢ de un lenguaje de primer orden L, es universalmente vdlida o univer-
salmente verdadera si cualquiera sea la o—estructura A para L, se cumple que A |= . En simbolos,
podemos escribir que = ¢ para indicar que es universalmente vdlida, ya que que es vdlida en cualquier
interpretacion I.

Por ejemplo, ((Vz ¢(z)) — (3= ¢(x))) es universalmente valida, cualquiera sea .

Se puede ver que el concepto de universalmente verdadera o universalmente valida es andlogo al de
tautologia en la Logica Proposicional. Todas las formulas de la “forma” de una tautologia de la Légica
Proposicional, por ejemplo (¢(x) V —p(z)), son férmulas universalmente validas o verdaderas en la
Logica de Predicados. Las férmulas validas no proporcionan informacién alguna sobre un dominio. Las
férmulas que se buscan para representar conocimiento son las satisfacibles.

Corolario 2 Podemos definir para cualquier formula (1, ...,2,): A E lai, ..., a,)

si 'y solo si para cualquier funcion B tal que B(x;) = a;, para 1 < i < n, se cumple que

Viap(p) =T

El corolario anterior asegura que alcanza con verificar que todas las posibles 5 de una interpretacion
asignen los valores (aq, ..., a,) al conjunto de variables (x1, ..., x,), que son las variables libres de ¢,
para afirmar que la o—estructura A satisface a .

Definicion 15 Dos férmulas 'y 1) son equivalentes para una o—estructura A si Vi 4 g)(¢) = Via ) (¥)
para cualquier valuacion f3.

Definicion 16 Se dice que dos formulas ¢ y 1 son equivalentes si para toda interpretacion I (es decir
para cualquier o—estructura y cualquier valuacion [3) se tiene que V() = V().

Veamos algunos ejemplos
Ejemplo 11:

Sea el mismo lenguaje de primer orden L, con vocabulario o = (f(l), g@, PO, Q(Q),CL>, con dos
simbolos de funcién f 'y g, dos simbolos de predicado Py ) y un simbolo de constante a. Consideremos
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la siguiente o-estructura A, cuyo dominio es el conjunto de los nimeros naturales con el cero U = Ny
y la interpretacion del vocabulario no légico « es:

o =0
ff : Ny~ N, donde fZ(z)=x+1
gt : NoxNg+— Ny, donde g (z,y) =z+y
PT C Nj, donde P% = {x/x € Ny A “zespar”}
QT C Ny x Ny, donde QF = {(z,y)/(z,y) € N2 A “x es mayor que 3}

Sea la siguiente férmula atémica ¢ = P(g(f(a), f(a))) de L, para interpretarla en Z es decir,
decidir si es verdadera o falsa, el proceso a seguir seria el siguiente:

Z(g(f(a), f(a))) = Z(f(a)) + Z(f(a)) = (Z(a) + 1) + (Z(a) + 1) = (0+ 1) + (0 + 1) = 2

como 2 € P Z, porque 2 es un niimero par, entonces Vz((P(g(f(a), f(a)))) = T.

Analicemos ahora la férmula ¢ = P(g(f(a), f(z))), para interpretarla en Z, decidir si es verdadera
o falsa, deberiamos decidir si

I(f(a)) + Z(f(2) = (Z(a) + 1) + (Z(z) + 1) = (0+ 1) + (B(z) + 1) € P T

pero para poder hacerlo necesitamos conocer la asignacion 3. Si consideramos una asignacion 3 tal que
B(z) = 2, tendriamos que es cierto que (04 1)+ (B(x)+1) = 4 € P . En cambio si consideramos otra
asignacion /3’ tal que 3'(x) = 5, tendrfamos que (0 + 1) + (8'(x) +1) = 7 ¢ P . Entonces podemos
decir que:

Vi (P(g(f(a), f(2))) = T oloqueeslomismoque 7 = (A,8) = Plg(f(a), £()))
Vi (P(g(f(@). f(@)))) = L oloqueeslomismoque = (A, 8') HP(g(f(a), f())

Se puede ver que en realidad cualquier asignacion /3 que a x le asigne un nimero par hara verdadera
a la férmula.

Observemos las siguientes formulas atomicas y sus correspondientes valores para Vz = V(4 g).
considerando a f(x) = 1y B(y) = 9, cuando sea necesario:

L ¢ = P(f(f(f(a)))) donde VE(P(f(f(f(a)))) = L, porque Z(f(f(f(a)))) = 3 no es un

niimero par; es decir 3 ¢ P Z.

Q(a, f(a)) donde Vz(Q(a, f(a))) = L, porque Z(a) = 0 no es mayor que Z(f(a)) = 1; asi
) ¢ Q.

Qg(f(a)
= 0; asi (
4. ¢ =P(f(f(f(x)))) donde VZ(P(f(f(f(x)))) = T,porque Z(f(f(f(2)))) = f(x) +3 =4es

un nimero par; es decir 4 € P Z.

¢ = Q(z, f(y)) donde Vz(Q(z, f(y))) = L, porque Z(x) = B(xr) = 1 no es mayor que
I(f(y)) = Bly) + 1 = 10; asf (1, 10) ¢ Q7.

2. ¢
o,

—_

,a),a) donde Vz(Q(g(f(a),a),a)) = T, porque Z(g(f(a),a)) = 1 es mayor que

© ),
Z(a 1,0) € Q*.

~—
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6. o = Q(g9(f(2),y),y) donde VZ(Q(g(f(),y),y)) = T, porque Z(g(f(z),y)) = (B(z) + 1) +
B(y) = 11 es mayor que Z(y) = S(y) = 9; asi (11,9) € Q~.

Se puede observar que la interpretacion Z satisface a las formulas P(g(f(a), f(a)))y Q(g(f(a),a),a),
y por consiguiente decimos que Z es un modelo para ambas, y ambas son verdaderas o validas en 7
(por ser enunciados). Asi, podriamos escribir

Z E P(f(a), f(a)))
I E Qg(f(a)a),a)

En cambio Z = (A, ) no satisface a las formulas P(f(f(f(a)))),Q(a, f(a)) y Q(x, f(y)), por lo
tanto no es modelo de esas formulas, o en simbolos:

En el caso de la tltima formula (5.) también se puede simbolizar como: A =g Q(x, f(y)). Entonces
podemos decir que ella no es valida o verdadera en A, porque existe una funcién de asignacién [ tal

que V45 (Q(z, f(y))) = L.

Se puede verificar también que la interpretacion Z = (A, [3) satisface a las férmulas P(f(f(f(z))))
y Q(g(f(x),y),y), y por consiguiente decimos que Z es un modelo para ambas y lo podemos denotar
como:

A s P(f(f(f(z)))
A s Qg(f(2),9),y)

Andlogamente, si suponemos que 3 hace corresponder a la variable x el primer valor y a la variable
y el segundo, podemos re escribir lo anterior como:

A E P(f(f(f(x)))[1,9]
A E Qg(f(z),y),y) [1,9]

Si quisiéramos averiguar si las formulas P(f(f(f(x))))y Q(g(f(z),y), y) son verdaderas o validas
en A, deberiamos demostrar que cada una de las posibles interpretaciones usando la o-estructura A y
cualquier asignacién f3, satisfacen a las férmulas. Por ejemplo, podemos exhibir la siguiente asignacion
f’ tal que 8/ (x) =2y B'(y) = 2 y podemos decir que:
Vias o (P(F(F(f(@) = L

por lo cual queda demostrado que P(f(f(f(x)))) no es valida o verdadera en A.

Si ahora analizamos la formula ¢ = Q(g(f(z),y),y) y sabiendo que el universo son los Ny,
podemos ver que para A y para toda asignacion  que se defina, el valor de verdad de ¢ es siempre
T, porque “si a un nimero y le sumamos otro, que siempre serd mayor que 1, el resultado serd mayor
que y”. Asi, Q(g(f(x),y),y) es verdadera o valida y lo denotamos como:
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AEQg(f(2),y),v)

Queda como ejercicio demostrar que esto es cierto en .4 (sugerencia: utilice el método de demostracién

por reduccién al absurdo).

Para determinar si Q(g(f(x),vy),y) es universalmente valida o universalmente verdadera, habria
que considerar foda posible o-estructura con foda posible asignacion 5. Queda como ejercicio demostrar
que Q(g(f(z),y),y) no es universalmente valida (sugerencia: busque una c-estructura en que «
interprete de distinta manera a los simbolos de funcién y de predicado de o). Mds adelante se verdn
los Arboles de Refutacién para la Légica de Predicados, que dan otro método para demostrar si una
féormula es o no universalmente valida o universalmente verdadera.

Analicemos ahora algunas férmulas un poco mds complejas de L, y obtengamos su interpretacion.

Sea ¢ = (Q(g(f(x),y),y) = P(f(f(2))))

para decidir si es verdadera o falsa, debemos saber cudl es la funcién de asignacién 5. Supongamos que
B(x) =4y B(y) = 6. Como ya sabemos interpretar los términos y las férmulas atémicas, harfamos lo
siguiente:

Viap (Qg(f(x),y),y) = P(f(f() =T
dado que Viu,5)(Q(g(f(2),9),9)) = Ty Vz(P(f(f(x)))) = Ty sabemos que T — T = T.

Del mismo modo, y asumiendo cuando se necesite que los valores asignados por 3 son 3(x) =4y
B(y) = 6, estudiaremos la interpretacion de las siguientes férmulas:

1. Sea ¢ = (Vo P(z)). Para que esta férmula sea verdadera, tomando como z cualquier elemento a
del universo (en este caso Ny) deberfa ser Vz(P(x/a)) = T; pero podemos exhibir que 1 € Ny y
1 ¢ P7Typorlotanto Vz(P(z/1)) =

2. Seap = (Va (=P(x) — P(f(z)))), se ve que Vz((Vx (=P(x) — P(f(z))))=T.
La tnica manera de que ¢ fuera falsa seria que para algin a € Ny, siendo Vz(—P(z/a)) = T,
fuera Vz(P(f(xz/a))) = L; perosi Vz(—P(x/a)) = T significa que a no es un nimero par, pero
f(a) silo serfa y por consiguiente en ese caso deberia también ser Vz(P(f(x/a))) = T.

3. Seap = (32 (P(x) A Q(f(x), 2)), resulta que Vz((3w (P(x) A Q(f(2),2)))) = T
Es claro que existe un elemento como el 2 € Ny tal que Vz((P(z/2) A Q(f(z/2),x/2))) = T,
(3

yaque Vz(P(z/2)) = Ty Vz(Q(f(x/2),2/2)) = T,porque 2 € P Ly (3,2) € Q7.

4. Sea (o =Vx (P(x) V P(f(x)))), entonces Vz((Vz (P(x) vV P(f(z)))) =
Para que ¢ fuera falsa deberia existir un a € Ny tal que Vz((P(x/a) V P( (x/a)))) = 1, pero
en ese caso deberian ser Vz(P(z/a)) = L y también Vz(P(f(z/a))) = L y eso significaria que
a es impar y su sucesor también, lo cual es absurdo en Nj.

5. Seap = ((Vx P(z)) V Q(y,x)), con Vz((Vx P(z)) V Q(y,x))) = T.
Dado que Vz((Vx P(z))) = L, porque no todo nimero en Ny es par, independientemente de /3;
ademds Vz(Q(y,z)) = T, ya que 5(y) es mayor que 3(z) ((6,4) € QF). Asi Vz(((Vx P(x)) Vv
Q(z,y))) = T porque sabemos que L V T = T. Es claro que no podemos hacer uso de 3 para
evaluar la formula a la izquierda del conectivo V porque se usa la asignacién sélo cuando las
variables aparecen libres y = en dicha férmula aparece ligada por el cuantificador V.
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6. Sea o = (—P(x) — P(f(x))) se ve que Vz((—P(z) — P(f(x)))) =T.
Como Vz(—P(x)) = L, sabemos que sin importar el valor de V| 4 g)(P(f(x)))) el condicional
serd verdadero.

7. Sea ¢ = (Fz (P(x) A Q(f(x),y))), su interpretacién es Vz((3z (P(x) A Q(f(x),y)))) = T.
Es claro que existe, por ejemplo, el elemento 6 € Ny tal que Vz((P(x/6) A Q(f(2/6),y))) =T,
ya que Vz(P(z/6)) = Ty Vz(Q(f(2/6),y)) = T, porque 6 € PZy (6 + 1) = 7 es mayor
que B(y) = 6, asi (7,6) € Q. Cabe destacar que hacemos uso del valor de 3(y) para decidir
sobre la verdad de la formula dado que ¥ es la tnica variable que aparece libre (x esta ligada por

el cuantificador 3).

Resumiendo, puede observarse que la interpretacion Z satisface a las formulas que aparecen en 2, 3,
y 4, y por consiguiente decimos que Z es un modelo para todas ellas, y todas son verdaderas o validas
en 7 por ser enunciados. Asi, podemos escribir

T = (Vo (=P(x) = P(f(z))))
T = (Fz(P(@)AQ(f(2),x)))
T = (Y (P(x)VvP(f(2))

Por otro lado, es cierto que la interpretacion Z = (A, ) también satisface a las férmulas que
aparecen en 5,6, 7y (Q(g(f(2),y),y) — P(f(f(x)))), y por consiguiente también decimos que Z es
un modelo para todas ellas; pero en este caso no podemos afirmar que todas ellas son validas en esta
interpretacion. En simbolos, podemos escribir:

T

NN
JLLA L
A/T/—\/-\
!
g

o equivalentemente:

A = (QU(f(2),y),y) = P(f(f(x)))) [4,6]
A (Ve P(z) vV Q(y,)) [4,6]

A = (=P(x) = P(f(x))) [4,0]

A (Fz (P(x) AQ(f(2),y))) [4,0]

Analicemos ahora si entre estas dltimas formulas hay alguna que sea valida en A. Si estudiamos a
¢ = (=P(z) — P(f(x))), se puede ver que es verdadera o valida en A, porque cualquiera sea
el valor que [ le asigne a la variable x, el condicional serd siempre verdadero, ya que si 5(x) es un
nimero par, Vz(—P(z)) = L y la formula ¢ serd verdadera; si en cambio 5(z) es un nimero impar,
el antecedente de la formula serd verdadero y también lo serd el consecuente, por lo tanto Vz(¢) = T.
Esto puede denotarse como:

A= (=P(z) = P(f(x)))

Queda como ejercicio analizar si las formulas (Q(g(f(z),y),y) — P(f(f(z)))), (Vz P(z)) vV
Q(y,z))y 3z (P(z) ANQ(f(z),y))) son validas o verdaderas en A.
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Sabiendo que ¢ = (—P(z) — P(f(z))) es vélida en Z, podemos pensar en analizar si es uni-
versalmente verdadera o universalmente valida. Para ello deberiamos comprobar que sea verdadera
independientemente de la o-estructura y de la asignacioén 3 consideradas. En este caso, se puede ver que
si f se interpretara como f(x) = x + 2 (manteniendo la misma interpretacién para todos los demads
simbolos del vocabulario), la formula no seria verdadera para cualquier asignacién [ usada (confirmarlo
considerando, por ejemplo, que 3(z) = 5), por lo tanto esta férmula no es universalmente vdlida.

Para analizar si alguno de los enunciados es universalmente valido o universalmente verdadero,
también deberiamos ver si son validos para cualquier interpretacion Z. Por ejemplo, si consideramos
atv = (Qg(f(a),a),a) — P(f(f(a)))), podemos notar que al interpretar a la constante a como el
valor 1 € Ny, manteniendo la interpretacién de todos los demds simbolos del vocabulario o, se llega
a que Vz((Q(g9(f(a),a),a) — P(f(f(a))))) = L, lo que nos asegura que el enunciado ¥ no es
universalmente vdlido.

Queda como ejercicio demostrar que los demds enunciados no son universalmente vélidos.(sugerencia:
para cada uno de ellos encuentre una interpretacion en que se haga falso). Ademads, analizar si las

formulas (Q(g(f(x),y),y) = P(f(f(2)))), (Vz P(z)) v Q(y,x)) y Gz (P(x) A Q(f(x),y))) son

universalmente validas o universalmente verdaderas. O
Observacion

Podemos encontrar algunas diferencias al interpretar enunciados o interpretar formulas con variables
libres:

= Para interpretar enunciados, es decir férmulas sin variables libres, s6lo necesitamos conocer la
o-estructura y en ese caso usamos indistintamente la interpretacion Z o la o-estructura A (porque
no es necesaria la asignacion f3).

= Para interpretar formulas, que tienen variables libres, necesitamos conocer no sélo la o-estructura
sino también la asignacion 3 a usar. En ese caso no podemos usar indistintamente la interpretacion

7 o la o-estructura A, porque la interpretacion consta de la o-estructura A y de 3 (es necesaria la
asignacion [ para poder interpretar en U a las variables libres).

4. Limitaciones de la Logica de Primer Orden

Recapitulando, la l6gica proposicional permite formalizar y teorizar sobre la validez de una gran
cantidad de enunciados y argumentaciones, pero resulta limitada cuando surge la necesidad de representar
objetos, propiedades de los mismos y relaciones entre estos objetos; ésta ya no tiene las herramientas
para hacerlo. Por esto se recurre a la logica de predicados, también llamada de primer orden, que si
permite referirnos a objetos particulares del universo, o a todos los objetos del universo., expresando
propiedades y relaciones entre ellos.

Sin embargo, a veces esto también resulta limitado, cuando surge la necesidad de representar propiedades
de relaciones, es decir relaciones entre relaciones; con la l6gica de primer orden no es posible hacerlo.
Aqui aparece la necesidad de definir un nuevo lenguaje que permite expresar relaciones entre relaciones
y se conoce como [dgica de segundo orden, y asi sucesivamente; cuando el lenguaje utilizado nos limita
con respecto a lo que se quiere expresar, se busca uno mas potente.
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En la actualidad se hace uso de distintos tipos de l6gicas (Modal, Temporal, Difusa) que se aplican
a campos especificos como la lingiiistica computacional, la inteligencia artificial o la informatica en
general, la industria, la robdtica, vehiculos y conduccién auténoma, Bases de Datos difusas, etc. Algunas
de las l6gicas no cldsicas por ejemplo, permiten dar una interpretacién probabilista de la incertidumbre.
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